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AVANT- PROPOS. 


Il  ne  faut  pas  voir  dans  ce  Trmté  des  Mécanismes 
un  Traité  de  Machines.  On  distingue,  en  effet»  dans 
toute  machine  trois  parties  principales  :  le  moteur, 
l'outil  et  les  mécanismes  intermédiaires  destinés  k  les 
relier  l'un  à  l'autre.  Les  moteurs  et  les  machines-ou- 
tils forment  l'objet  d'ouvrages  spéciaux.  Celui-ci  est 
exclusivement  consacré  aux  Mécanismes ,  dont  j'ai 
cherché  à  présenter  une  théorie  complète. 

Cet  ordre  de  considérations  a  pris  naissance  à  une 
époque  peu  éloignée  de  nous.  L'impulsion  est  due  k 
Monge  et  à  Ampère.  Plusieurs  auteurs  ont  d'ailleurs 
écrit  sur  cette  matière,  en  l'embrassant  complètement. 
Je  dois  citer  parmi  eux  Lantz  et  Bétancourt  (*),  Ha^ 
chette  (»),  Willis  (»),  M.  Laboulaye  (*),  M.  le  général 
Morin  (•),M.  Girault  (•)^et  M.  Bélanger  (*).  Dans  ces 


(*  )  Essai  sur  la  composition  des  machines;  1808. 
(')  Traité  des  Machines;  i%ii. 
(  •  )  Principles  of  Mechanism  ;  1 84 1 . 
(♦)  Traité  de  Cinématique;  1849. 
(*)  Leçons  de  Mécanique  pratique;  i85o. 

(•)  Éléments  de  Géométrie  appliquée  à  la  transformation  du  mou- 
vement dans  les  machines;  i858. 
(')  Cinématique;  1864. 


VI  Avant-propos. 

derniers  temps,  ce  sujet  a  été  introduit  dans  les  Cours 
de  Mécanique  de  TÉcole  Polytechnique,  de  l'École 
impériale  des  Mines,  de  l'École  centrale  des  Arts  et 
Manufactures.  Enfin,  en  1861 ,  j'ai  eu  l'honneur  d'être 
chargé  d'un  Cours  spécial  sur  les  Mécanismes  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Ce  volume  est  donc 
pour  moi  le  résultat  de  dix  années  d'enseignement  a 
l'École  des  Mines  ou  à  la  Sorbonne. 

Je  m'empresse  ici  de  témoigner  de  l'utile  secours 
que  j'ai  trouvé  dans  les  Ouvrages  antérieurs.  J*ai  cru 
cependant  devoir  substituer  un  plan  absolument  dif- 
férent à  celui  que  tous  ont  suivi,  d'après  Monge,  à 
peu  près  sans  modification.  J'explique  plus  loin  (.') 
les  raison^  qui  m'ont  fait  donner  la  préférence  à  un 
cadre  tout  nouveau.  Je  me  contenterai  ici  de  dire  qu'il 
se  prête  beaucoup  mieux  à  l'enseignement  oral  et 
qu'il  m'a  permis,  en  outre,  de  développer  largement 
la  plupart  des  théories,  tout  en  les  condensant  sous 
une  forme  plus  simple. 

Cet  ouvrage  comprend  deux  parties  distinctes.  Dans 
la  première,  les  organes  sont  envisagés  au  point  de 
vue  géométrique;  dans  la  seconde,  au  point  de  vue 
dynamique.  Cette  dernière  partie  est  consacrée  à  l'é- 
tude des  résistances  passives.  Je  m'y  suis  proposé  un 
double  but  :  exposer  complètement  l'état  actuel  de  la 
science  sous  ce  rapport,  et  appliquer  ces  connais- 
sances aux  éléments  de  machines.  On  arrive  par  Ik  à 
mieux  comprendre  tout  à  la  fois  ces  principes  eux- 
mêmes  et  les  fonctions  des  mécanismes. 

(•)  Introduction,  XXVII. 


AVAUT-PROPOS.  VII 

J'ai  fait  précéder  cette  exposition  d'un  précis  de 
Cinématique  en  forme  d'introduction.  Il  présente  un 
autre  caractère  que  le  corps  de  l'ouvrage.  On  n'y  trou- 
vera rien  qui  ne  soit  bien  connu  et  aujourd'hui  passé 
dans  l'enseignement,  de  sorte  que  j'ai  pu  m'y  abstenir 
de  citer  les  auteurs  et  les  sources  originales.^  Il  n'en 
était  pas  moins  nécessaire  pour  permettre  d'employer 
avec  facilité  les  nouvelles  méthodes.  Ce  sont  elles, 
en  effet,  qui  m'ont  servi  de  base  pour  asseoir  tout 
l'ensemble  de  la  théorie. 
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TRAITÉ 

DES  MÉCANISMES. 

INTRODUCTION. 


CINÉMATIftlE. 


DÉFINITIONS. 

I.  La  Cinématique  est  l'itude  du  mouvement  faite  au 
point  de  vue  géométrique,  c'est-^à^irè  en  ne  joignant  a  la 
notion  de*!' espace  que  celle  du  temps. 

Le  mouuement  est  le  phénomène  qui  se  produit  lors- 
jqu'un  corps  n'occupe  pas  constamment  Ut  m^ètne  position 
dans  l'espace.  Le  repos  est  le  phénomène  opposé.  * 

Pour  constater  Tétat  de  repoç  ou  de  mouvement  d'un 
corps,  ou  se  sert  de  points  de  comparaison  ou  de  repères  qUi 
soient  eux-mêmes  au  repos:  par  exemple,  un  système  d'àxçs 
coordonirés^  La  permanence  ou  la  variation  des  coordon- 
nées des  différentes  parties  du  corps  en  indiqueront  le  repos 
ou  le  mouvement. 

Concevons  qu'on  relève  ainsi  à  chaque  instant  les  coor- 
données du  mobile  pair  rapport  à  des  axes  animés  eux-mèmèd 
d'un  mouvement  d! entraînement;  imaginons*  en  outre  un 
corps. identiquci»  avec  d'autres  axesiîxes,  et  rapport6ns*le« 
leur  à  chaque  instant  d'iiprès  les  cooi<données  observées  : 
le  mouvement  de  cemobOe  auxiliaire  constituera  lémouuè^ 
ment  relatif  à\t  corpsproposé  par  rapport  aux  axes  inobiles. 


2  INTRODUCTION. 

La  notîou  du  mouvement  relatif  correspond  à  la  sensa- 
tion du  moi{uement  apparent  qu'éprouve  un  observateui^ 
lorsqu'il  participe,  à  $oa  in«u,  à  reatrainentent  du  système 
de  repères  employé,  qu'il,  considère,  par  erreur,  comme 
fixe. 

'  La  considération  du  mouvement  relatif  prései^te  en  outré 
On  ^rand  intérêt,  en  permettant  les  compositions  ou  dé- 
compositions de  mouvement.  Il  est  clair,  en  effet,. que,  si 
Ton  fait  connaître  à  la  fois  le  mouvement  d'entraînement 
et  le  mouvement  relatif,  il  sera  possible  d'en  déduire  le 
mouveinent  absolu  du  corps;  car  la  connaissance  du  pre- 
mier permel;  à  chaque  instant  d'installer  les  axes  mobiles 
dans  la  position  qu'ils  doivent  occuper,  et  celle  du  second 
nous  met  en  éjtat  de  leur  rapporter  le  corps  mobile.  L'opé- 
ration qui  déduit  ainsi  le  mouvement  absolu  des  mouye- 
iBients  d^entntinement  f!t  relatif  est  la  composition  des 
mouvements. 

Le  problème  inverse  e^  la  décomposition.  }\^oikml^k 
trouver  deux  mourements  (els,  qu'en  leur  faisant  subir 
Top^ation  précédente  on  obtienne  un  mouvement  pro* 
posé. 

MÔmTEMENT  D'UN  POINT,       ^  ^ 

..  II.  Pour  simplifier  Télude  du  mouvement^  nous  rédui- 
rons d'abord  le  mobile  à  un  point  géométrique..  La.  série  4e 
ses  positions  £orme  une  ligne  que  l'on  appuie  ba  tràjàc^ 
toircy  et  que  nous  supposerons  quelconque. 

Pe  tQus  les  mouvements  d'un  point,  le  plus  simple,  est 
celui  dans  lequel  Je  mobile  parcourt  des  espaces  égaulcdans 
des  temps  égaux,  Ou  dans  lequel  l'espace  varie  proportion- 
nellement au  temps.  On  l'appelle  mouv^ement  uniforme.^  Si 
nous  désignons  par  s  l'arc  de  la  trajectoire^  compté  à  partir 
du  point  où  se  trouve  le  mobile  lorsque  Ton  coODunence  k 
évaluer  le  temps  \  si  nous  représentons  de  ménie  ce  dernier 


par  t  et  par  v  une  -conâtante^  I«  moiiYeiiLent  uniforme  sera 
représenté  par  Téqûation 

La  constante  V?  q'^î  mesure  le  degré  de  rapidité  avec 
laquelle  le  mobile  passé  d'une  position  à  une  autre,  es(  ap* 
pelée  la  Vitesse.  On  peut,  d'après  Téquation,  la  définir  :  le 
rapport  de  Tespàçe  parcouru  au  temps  employé  à  le  parcou- 
rir, ou,  plus  simplement,  Tespace  décrit  dans  Tunité  de> 
temps.  .    ' 

Tout  mouvement  qui  n'est  pas  uniforme  est  dît  varié. 
Pour  s'en  faire  une,  idée  nette,  on  le  compare  à  chacpiQ  in- 
stant* à  un  mouvement  uniforme  qui  aurait  pour  effet  de 
déplacer  le  mobile  de  la  même  quantité  dans  un  temps  in,- 
finiment  petit.  Si  dt  désigne  cette  durée  et  ds  Fespace  par- 
couru, la  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  sera,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  dire, 

ds 

Elle  servira  de  mesure  au  degré  de  rapidité  du  mouvement 
variera  chaque  instant. 

On  emploie,  pour  désigner  la  vitesse^  une  droite  repré'» 
setUMiye^  On  Testime  à  partir  du  mobile  lui-même.  On  la 
porte  dans  la  direction  du  mouvement,  c'est-à-<lire  sur  la 
tangente  à  là  trajectoire  et  dans  le  sens  où  s^op^re  le  dé- 
placement ;  enfiti  on  lui  donne  une  longueur  égale  à  ceUe 
de  la  vitesse  elle-même,  ou  rédttlle  dans  un  rapport  con- 
venu. 

m.  Parallélogramme  des  vitesses,  ^—  Résolvons,  pour 
le  mouvement  d'un  point,  le  problème  de  la  cotnpOsitîon 
des  vitesses,  en  supposant  conûues  lés  vitesses  relative  et 
d  entraînement,  et  cherchant  la  vitesse  absolue. 

JTmagine,  pour  celar,  que  l'on  ait  tracé  dans  le  système 
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d'axes  mobiles  la  trajectoire  relative,  et  qu  elle  occupe  aux 
instants  initial  et  fiaal  k^  positions  MR,  MiRi  [PI.  7, 
Jî^.  i).  Sur  celte  trajectoire,  le  mobile  ise  trouve  aux  ùièmes 
instants  en  deux  points,  que  je  représente  sur  la  première 
des  deux  courbes  par  M  et  M'.  Ces  poihts  ^ont  emporté», 
par  le  mouvement  d'entraînement  suivant  deux  lignes  ME, 
M'E',  et  on  les  retrouve  à  Tinstabl  final  sur  la  seconde 
trajectoire  MiRi  en  Mi  et  M',.  Les  deux  positions  du  mo- 
bile seront  donc  M  et  M'j ,  et  la  trajectoire  absolue  une  cer- 
taiiie  coui^be  MA  qui  passe  par  ces  points; 

Dans  le  quadrilatère  MM'MjM^,  les  deux  côtés  opposés 
MM' et  MiM'i  sont  égaux,  car  ce  sont  deux  positions,  d'une 
même  ligne.  Ils  sont  deplus^  parallèles^  car,  si  Forientation 
de  cette  lîgnie  a  varié,  ce  ne  peut  être  qu'infiniment  pèiu.et 
d'une  quantité  négligeable  '  vis-à-vis  des  angles  finis  de  la 
figure.  Ce  quadrilatère  est  donc  un  parallélograinme,    . 

D'ailleurs,  Içs  directions  des  éléments  MM',  MM/  et 
MM',  sont  celles  de  leurs  tangentes  ou  des  trois  vitesses  re- 
lative, d'entrainement  et  absolue.  Quant  aux  valeurs  de  ces 
vitesses^  ce  sont  les  quotients  des  éléments  par  le  temps.  La 
figure  MN'NNi,  que  forment  les  droites  r^résentativeâ  des 
vitesses,  est  dpnc  semblable  à  la  précédente  et  seibblable^ 
meut  placée.  Elle  sera  par  suite  elle-même  un  parallélo- 
gramme. 

Tel  est  le  théorème  du  parallélogramme  des  vitesses.  On 

l'énonce  en  disant  que  la  vitesse  absolue  est  là  diagonale 

du  parallélogramme  construit  sur  les  vitesses  relative  et 

d^ entraînement.  A  ce  titre,  la  preniière  est  dite  \di  vitesse 

'  résultante  y.  les  deux  autres  formant  ses  composantes. 

.  MOUVEMENTS  SIMPLES  DES  SOUDES. 

IV.  Lorsque  d'un  point  mobile  nous  passons  à  la  consi- 
dération d'un  système  çolide  invariable,  la  question  revient 
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A  étudier  le  mouvement  de  ses  divers  points;  mais  il  suiEt, 
pour  cela,  d'en  envisager  un  très-petit  nombre. 

Si  nous  imaginons^  en  effet,  sur  le  solide  un  premier  re- 
père  A,  arbitraire  mais  déterminé,  nous  pourrons  le  placer 
à  volonté  dans  l'espace.  Un  second  repère  B  ne  pourra  plus 
alors  se  trouver  que  sur  une  sphère  décrite  autour  de  A 
avec  un  rayon  égal  à  la  distance  invariable  qui  sépare  ces 
points.  Un  troisième  repère  C  ne  pourra  également  être 
situé,  que  sur  deux  pareilles  sphères  décrites  autour  de  A  et 
de  6,  c'est-à-dire  sur  un  cercle  dont  le  plan  sera  perpendi- 
culaire à  AB  et  le  centre  situé  sur  cette  droite.  Enfin,  un 
quatrième  point  quelconque  sera  complètement  déterminé 
par  Tintersection  de  trois  sphères  décrites  autour  de  A, 
B,  C  (  ^  ) .  Ces  trois  repères  tiennent  donc  lieu  de  tout  le  reste 
du  système,  dont  ils  déterminent  la  position,  et  nous  pou- 
vons ainsi  réduirç  par  la  pensée  un  solide  quelconque  au 
triangle  des  repères  ABC. 

La  théorie  du  mouvement  dés  solides  consiste  dans  Tas- 
simila^on  que  nous  chercherons  à  établir  entre  un  mouve^ 
ment  quelconque  çt  quelques  types  simples  et  peu  nom- 
hreux.avec  lesquels  il  imp'orte  tout  d'abord  de  se  bien  fami- 
liariser. On  les  appelle  moin^ements  simples,  et  ils  sont  au 
nombre  de  trois  :  la  translation,  la.  rotation,  le  mouvement 
hélicoïdal. 

V.  Translation.  —  On  dit  que  le  mouvement  est  de 
translation  lorsque  les  côtés  du  triangle  des  repères  restent 
toujours  parallèles  à  eux-mêmes. 

Dans  une  translation,  toute  droite  reste  parallèle  à 
elle-même.  Car  elle  se  déterminé  d'après  le,  triangle  dès 


(*)  H  y  a  à  la  Vérité  deax  points  déterminés  par  cette  intersection,  mais 
les  tétraèdres  qui  les  relient  à  ABC  ne  sont  pas  superposables,  ils  sont  seu- 
lement symétriques.  Comme  d'ailleurs  )a  forme  de  ce  tétraèdre  est  donnée 
par  la  constitution  infariable  du  système,  le  doute  n'est  pas  possible. 
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repères  par  un  système  d*angle8  invariable,  et  Torientation 
de  ce  triangle  reste  elle-même  constante. 

Pans  une  translation,  tous  les  déplacemiems  élémen- 
taires simultanés  sont  égaux  et  pArallèlesx  En  effç|:,  les 
deux  positions  d'nne  droite  étant  égales  et  parall^es,  le 
quadrilatère  forme  parleurs  quatre  extrémités  est  un  parai* 
lélogramme,  et  ses  deux  autres  côtés,  c'est-à-dire  les  dépla- 
cements des:  extrémités,  sont  égaux  et  parallèles. 

Dmu  une  translation,  toutes  les  vitesses  simultanées 
sont  égales  et  parallèles^  Car  leurs  directions  sont  celles 
des  déplacements,  et  l'on  obtient  leurs  valeurs  en  divjsam 
par  le  temps  ces  déplacements  eux-mêmes* 

Dans  une  translation,  toutes  les  trafectoires  son^  égales 
et  situées  parallèlement.  JEn  effet,  deux  quelconques  d'entre 
elles  sont  formées  d'éléments  .respectivement  égaux  et  pa- 
ridlèles. 

On  voit,,  d'après  cela,  que  le  mouveïnent  de  translation 
e&t  identique  pour  tous  les  points.  On  le  désigne  à  chaque 
instant  par  sa  vitesse.  C'est  sa  droite  représentative  qui  peut 
ètrQ  appliquée  k  un  point  quelconque. 

VI,  Rotation.  — On  dît  que  le  mouvement  est  dé  rota^* 
tion  lorsque  deux  des  repères  sont  fixes.  La  droite  qui  ks 
joint  s'appelle  Taxe  de  la  rotation.  Il  est  clair  que  tous 
ses  points  sont  également  fixes.  Le  plan  mené  par  l'axe  et 
par  un  point  quelconque  est  le  méridien  de  ce  point,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  en  est  le 
rayon. 

Dans  une  rotation,  tous  les  poinis  décrivent  des  cercles 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  Vaxe  et  les  centres  , 
situés  sy^r  cet  axe.  En  effet,  un  point  quelconque  du  solide 
peut  être  envisagé  comme  le  troisième  repère,  et,  à  ce  titre, 
ne  peut  se  trouver  que  sur  un  pareil  cercle  (IV). 

Dans  une  rotation  ^  tous  les  méridiens  tournent  h  la  fois 


du  mérne  angle,.  Si,,  eu  effet,  deux  méridiens,  que  je  désî-- 
gnera^  ps^r  OM  ej  ON,  viennent  en  OM'  et  ON',  leur  9Ugle 
a  du  se  copserver,  et,  par  suite, 


Si  dbnç  on  ajoute  ou  Ton  retranche  de  part  et  d^âutre,  sui- 
vant les  cas,  M' ON,  il  viendra 

c'est-à-dire  l'ëgalilë  des  angles  décrits. 

Dans  une  rotation,  tous  le^  déplacements  simultanés 
sont  proportionnels  aux  rayons.  Car  ce  sont  dès  arcs  de 
cercle  qui  ont  le  même  angle  ffU  centre.  Si  doûc  s  désigne 
l'espace,  r  le  rayon  et  0  l'angle  décrit, 

s=^  6r. 

Dans  une  rotajUon^  toutes  les  wuisses  simultanées  sont 
perpendiculaires  à  leurs  mérifiiens  et  proportionnelles  à 
leurs  r^ons.  En  effet,  pour  ce  qui  concerne  la  direetion, 
chacune  d'ellesest  tangente  au  cercle,  c'est-à-dire  perpendi- 
culaire au  rayon  èt>  p^r  suite,  au  méridien  c{ïii  est  élevé 
perpedidiculâLirebaient  au  plan  du  cercle  suivant  ce  rayon. 
Quant  à  la  valeur,  on  a,  en  difïerentiant  Téquatioh  précé^ 
dente  dans  laquelle  r  reste  constant, 
ds        dB 

cest*à-dire 


dt-'"di' 


eu  posant 

^'^  dt' 


La  quantité  ci)  s'appelle  la  %ntes se  angulaire  de  1^  rotation. 
On  peut  la  définir  :  U  vitesse  des  points  situés  à  Tunité  de 
distance  de  Taxe. 
Pour  désigner  coniplétement  une  rotation  à  chaque  in- 
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stant,  on  emploie'encore  une  droite  représentative.  On  U 
compte  suivant  l'axe  à  partir  d'un  quelconque  de  ses 
points.  On  lui  donne  pour  longueur  celle  de  la  vitesse  an- 
gulaire, rédiiite,  si  Ton  veut,  dans  un  rapport  de  conven* 
tidn.  Enfin  on  la  porte  dans  un  tel  sens,  qu'en  regardant 
de  ce  côté  la  rotation  apparaisse  comme  celle  des  aiguilles 
d'une  horloge. 

VII.  Môuv^ement  héUçoïdaL  — Le  mouuement  héli-* 
çcïdal  est  le  résultat  de  la  composition  d'une  rotation  uni- 
forme autour  d'un  ale^  et  d'une  translation  r^ectiligne  et 
uniforme  parallèle  à  cet  axe. 

La  vitesse  de  chaque  point  s'obl;iendra  par  la  construc- 
tion du  parallélogramme  (111),  qui  sera  dans  le  cas  actuel 
un  rectangle,  car  la  vitesse  de  traDàlation  est  parallèle  à 
l'axe  et  celle  de  rotation  lui  est  perpendiculaire  (Vi);  Ces 
deux  vitessçs  étant  constantes,  il  en  sera  de  fnème  de  la 
vitesse  absolue  et  dé  son  inclinaison.  Comme,  du-  reste, 
aucun  des  deux  mouvements  coiaposànts  n'altère  les 
distances  d'un  point  quelconque^  à  raxe^  ce  point  restera 
sur  un  cylindre  de  révolution.  Sa  trajectoire  sera  doncia 
ligue  qui  traverse  sous  un  angle  constant,  toutes  les  généra- 
trices d'un  pareil  cylindre,  c!est-à-dire  une  ^hélice. 

Le  pas.  de  ces  hélices  est  en  outre  constant.  C'est,  en 
effet,  la  quantité  dont  varie  pendant  un  totur  la  distance  de 
chaque  point  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Or  là  ro- 
tation n'altère  pas  ces  distances.  Leur  modification-  est 
donc  due  exclusivement  à  la  translation,  et  par.  suite'  elle 
esit  la  même  pour  tous  les  points. 

En  résumé,  dans  le,  moui^ement  hélicoïdal ,  tous  les 
points  décmeni  des  hélices  de  même  axe  et  de  même  pas. 

J'ai  supposé,  pour  plus  de  clarté,  les  deux  mouvements 
composants  uniformes.  On  peut  les  faire  varjer  suivant 
une  loi  quelconque,  pourvu  que  le  rapport  dé  la  vîtesse 
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de  translation  et  de  la  vitesse  angulaire  reste  constanll  A 
la  vérité,  le  rectangle  des-  vitesses  d'un  pcftnt  ne  sera  plus 
le  même  à  chaqu.e  instant,  mais  il  restera  semblable  k  lui- 
même,  et,  par  suite,  l'inclinaison  de. la  vitesse  absolue 
demeurera  constante,  ce  qui  est  la  propriété  fondamentale 
dont  nons  avons  déduit  les  autres. 


MOUVEMENT  PLAN. 

Vin.  Pour  étudier  le  mouvement  quelconqu^e  d'un  so- 
lide, commençons  pat*  réduire  les  difficultés  de  la  question 
à  celles  de  là  Géométrie  à  deux  dimensions,  en  envisageant 
le  mouyemeÎQt  d'une  figure  plane  dans  son  propre  plan. 
Dent  repères  suffiront  alors,  car  un  troisième  point  quel* 
conque  se  trouvera  déterminé  par  ses  distances  aux  deux 
premiers.  Nous  pouvons  ainsi  réduire  à  une  simple  droite 
la  figure  mobile. 

Un  déplacement  plan  quelconque  peut  toujours  être 
effectué  par  une  rotation  autour  d'un  point  du  plan. 

Si  on  envisage',  en  effet  (  Pt.  /,  fig.  a),  la  rencontre  des 
deux  positions  a?y,  x'y  de  la  droite,  on  y  trouvera  un  point 
double,'  à  savoir  :  un  point  B  de  la  première  droite  ocy, 
qui  se  trouvera  enB'  après  le  déplacement,  et  un  point  A' 
de  la  seconde  ar^',  qui  était  au  commencemelit  en  A  ^  on  a 
d'après  cela  AB=  A-B'.  Élevons  sur  lés  inilieux  de  ces. 
droites  les  perpendiculaires  MO,  M'Q.  Les  triangles  rôc^ 
taugles  0MB,  OM'B  sueront  égaux,  comme  ayant  même 
hypoténuse.  OB,  et  les  cotés  égaux  MB  a  M'B.  Oh  en 
déduit  OM  =  OM'.  Si  donc  on  opère  autour  du  point  ù 
une  rotation  de  Tangle  MOM',  le  point  M  décrivant  un 
cercle  viendra  en  M',  et  la  droite  qui  reste  perpendicu- 
laire à  l'extrémité  de  ce  rayon  sie  trouvera  amenée  enx^ , 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  déplacement  infiniment  petit,  toutes 
les  manières:der effectuer  peuvent  être  assimilées  Tune 
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k  Tautre,  car  les  arc»  de  toutes  les  trajectoires  qm  peuvent 
amener  chacni^des  points  à  sa  destination  peuvent  être 
confondxiis  avee  leur  corde  commune,  à  savoir  :  la  droite 
C[ui  joint  les  positions  initiale  et  finale  du  point.  Et 
connue  nous  venons  de  dëconvrÎR  une  maidère,  entré 
autres,  d'effectuer  ce  déplacement,  nous  pourront  dire  que 
tout  mouvement  plan  élémentaire  est  une  rotation  instan- 
tanée autour  d^un  ceiïtre  instautaiîjé. 

Nous  pouvons  par  là  étendre  à  un  mouvement  plan 
quelconque  à  ciliaque  instant  les  propriétés  démontrées 
pour  la  rotation,  notamment  les  deux  suivantes  :  Dans  un 
mouyen^ent  plan  xfuelcoMpje  toutes  les  normale  dès  tra- 
jectoires simultanées  concourent  au  centre  instantanéy  et  - 
toutes  les  vitesses  sont  proportiojinellesi  à  ces  nofmi^les. 

Si  donc,  on  veut  as^oir  la  normale  d^un  point  quel^ 
conque  y  il  suffit  de  le  joindre  au  centte  instantané. 

De  même,  si  on  veut  connaître  te  point  6à  une  courbe 
quelconque  de  la  figure  touche  Vem^eloppe  de  toutes  ses 
positions,  il  suffit  dy  projeter  normalement  le  centre 
instantané.  En  effet,  le  point  ainsi  obtenu  sera  Vintersec- 
tion  de  4<sux  enveloppées  consécutives.  Cal*  si  on  ilnagîne 
sa  seconde  position,  elle  sera,  bien  entendu,  sur  là  seéônde 
enveloppée;  et  l'on  peut  aussi  la  considérer  comme  située 
^ur  1»  première,  puisque  la  direction  de  son  mouvement 
.est  perpendiculaire  au  rayon  instamané,  c'est-à-dire  tan- 
gente à  la  courbe. 

IX.  Le  mouvemeot  continu,  pouvant  être  subdivisa  en 
mouvements  infiniment  petits,  sera  une  succession  de  rota- 
lions  élémentaires  autour  de  centres  instantanés  qui  varie- 
ront à  chaque  instant  ^  et  dont  la  série  formera  dans  l'espace 
absolu  unç  certaine  courbe.  Je  l'envisage  comme  un. poly-^ 
£one  infinitésimal  OOj  Oj  Os-.:  (P/.^J^gf.  3).  J'en  construis 
un  autre  OCyCy'O"^...  dont  les  côtés  soient  respectivement 
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égaux  à  ceux  du  précédent,  et  qui  ait  à  chacun  de  ses  sommets 
pour  angle  d»  contingence  compté  à  l'exlérieur  O""**  0"0'*+* 
ia  somme  de  Tangie  intérieur  0„»iO„0„^,  du  précédent 
et  de  la  rotation  élémentaire  <Xi,  qui  s'effectue  autour  du 
centre  0„.  Il  est  clair  que  dans  ces  conditions  la  succession' 
des  rotations  amènera  chacun  des  sommets  du  second  poly- 
gone à  coïncider  avec  ceux  du  premier,  et  que  ces  deux 
lignes  brisées  rouleront  sans  glisser  Tune  sur  T autre  par 
application  d'arcs  égaux.  On  reconnaît  en  même  temps 
que  lés  sommets  du  second  polygone  sont  les  points  de  la 
%ttre  qui  deviennent  successivemetit  centres  instantanés. 
Ainsi  donc,  un  mouvement  plan  quelconque  peut  être  re- 
produit par  le  roulement  sans  glissement  de  deux  courbes 
planes  qui  sont  les  lieux  géométriques  du  centre  instan- 
tané  dans  V espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile  (*). 

MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE. 

X.  MouueTnent  sphérique»  — La  sphère,  comme  le  plan, 
esl  une  surface  identique  dans  toutes  ses  parties.  On  peut 
donc  envisager  le  déplacement  d'une  figure  sphérique  sur 
sa  propre  sphère.  Enreproduisant  des  raisonnements  iden- 
tiques a«rt  précédents,  avec  la  seule  précaution  d'y  rem- 
placer les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle,  on  arrivera 
aux  deux  théorèmes  suivants  : 

Tout  mouvement  sphérique  élémentaire  est  une  rotation 
instantanée  autour  d\in  pôle  instantané. 

Tout  mouifement  sphérique  continu  peut  être  reproduit 
parle  roulement  sans  glissement  de  deuob  courbes  sphé- 
riquès  qui  sont  les  lieux  géométriques  du  pôle  instantané 
dans  r espace  absolu,  et  dans  la  figurée  mobile. 

(*)  On  trouvera  plus  loin  (155,  169,  189)  des  exemples  remarquables  de 
ce  mode  de  représentation. 
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XI.  Piuotement,  —  On  appelle  pwotement  le  mouve- 
ment d*un  solide  dont  un  repère  reste  fixe.  Ce  point  est  le 
centre  dn  pivotement.  Tous  les  autres  décriront  autour  de 
lui  des  courbes  sphériques;  car  un  point  quelconque  du 
solide  peut  être  envisagé  comme  le  second  repère,  et  à  ce 
litre  ne  peut  se  trouver  que  sur  une  sphère  (IV)  décrite 
autour  du  premier.  Si  donc  on  coupe  le  solide  par  une 
sphère  concentrique,  la  figure  d^intersection  ne  sortira 
pas  de  sa  propre  sphère.  Or,  elle  commande  le  mouve- 
ment du  corps,  puisqu'on  y  peut  choisir  les  trois  repères. 
Le  pivotement  peut  donc  être  assimilé  à  un  mouvement 
sphérique,  et,  à  ce  titre,  il  jouit  des  deux  propriétés  que 
nous  venons  d'établir.  Comme  d'ailleurs  le  centre  est  sans 
vitesse,  ainsi  que  le  pôle  instantané,  on  a  dans  le  solide 
deux  points  sans  vitesse,  c'estrà-dire  un  axe  instantané; 

Donc,  tout  pwotement  élémentcUre  est  une  rotation 
instantanée  autour  d'un  axe  issikjxTAjsit  qui  passe  par  le 
centre  de  pivotement. 

En  second  lieu,  la  série  des  axes  qui  passent  tous  par 
le  centre  dessine  un  cène,  ou  mieux  deux  cônes,  l'un 
dans  l'espace  absolu  et  l'autre  formé  par  les  droites  du 
corps  qui  deviennent  successivement  axes  instantanés.  Ces 
cônes  auront  toujours  même  sommet  au  centre  de  pivote- 
ment, et  comme  il  y  a  roulement  entre  leurs  directrices 
sphériques  (X),  il  y  aura  de  même  roulement  entre  les 
deux  surfaces.  Donc,  tout  picotement  continu  peut  être 
reproduit  par  le  roulement  sans  glissement  de  deux  cônes 
gui  spnt  Ifss  lieux  géométriques  de  Vaxe  instantané  dans 
V espace  absolu  et  dans  lajigure  mobile^ 

Xn.  Mou\fement  général.  —  Prenons  sur  le  solide  un 
repère  A,  etjimprimons  à  tout  le  corps  une  translation  rec- 
dlignejsuivant  la  droite  AA'  qui  amène  ce  point  à  Isa  desti- 
nation .  Pour  faire  parvenir  le  solide  à  sa  position  définitive. 
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il  reste  à  Jui  attribuer  un  dernier  mouvement  dans  lequel 
ce  repère  restera  fixe,  c'est-à-dire  un  pivotement  ou,  d'a- 
près ce  qui  vient  d'être  démontré  (XI),  une  rotation.  L'axe 
de  cette  rotation  passe  par  le  centre  de  pi  votement  ou  par  la 
seconjle  position  du  repère.  Mais  lorsque  nous  nous  bor- 
nerons à  considérer  un  déplacement  élémentaire,  cette 
position  pourra  être  confondue  avec  la  première,  car  elle 
en  est  infiniment  rapprochée.  Ainsi  donc,  tout  mouvement 
élémentaire  peut  être  considéré d^ une  infinité  de  manières 
comme  composé  d^une  translation  av^ec  la  vitesse  d^un 
point  arbitraire  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant  par  ce  point, 

XUI.  Parmi  cette  infinité  de  décompositions,  il  en  est  une 
plus  simple  que  les  autres  qui  mérite  de  fixer  l'attention. 

Décomposons,  comme  nous  venons  de  le  faire,  le  mouve- 
ment élémentaire  en  une  translation  et  une  rotation  autour 
d'un  certain  axe.  J'imagine  ensuite  un  plan  perpendiculaire 
à  cet  axe  et  la  section  qu'il  détermine  dans  le  solide.  Ce 
plan  reste  parallèle  à  lui-même,  car  aucun  des  deuxjmou- 
vements  ne  change  sa  direction.  On  peut  donc  l'amener  de 
la  première  à  la  seconde  position  par  une  translation  pa- 
rallèle à  l'axe.  Mais  si  Ton  a  placé  ainsi  dans  sa  situation 
finale  le  plan  indéfini,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  figure 
plane  qui  y  est  tracée.  Pour  amener  cette  figure  à  sa  desti- 
nation, il  reste  à  opérer  un  déplacement  qui  ne  la  fera  pas 
sortir  de  son  plan.  Or,  nous  savons  (VIII)  que  ce  genre  de 
mouvement  est  une  rotation  instantanée  autour  d'un  cei^ 
tain  axe  perpendiculaire  au  plan,  c'est-à-dire  parallèle  au 
premier  ou  à  la  translation  effectuée.  Ainsi  donc,  tout  mou- 
vement  élémentaire  peut  être  considéré  comme  composé 
d'une  rotation  autour  d^ un  certain  axe  et  d'une  transla- 
tion parallèle  à  cet  axe.  En  d'autres  termes^  tout  mouv^e*- 
ment  élémentaire  est  un  mouvement  hélicoïdal  instan- 
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tané  (VU).  L'axe  de  ce  mouvement  hélicoïdal  est  appekî 
axe  spontané* 

SI  nous  envisageons  maintenant  le  mouvement  contina 
comme  une  succession  de  mouvements  hélicoïdaux  <Iont 
Taxe  et  le  pas  varient  continuellement,  nous  neconnaitrpi>&, 
en  reproduisant  le  raisonnement  qui  nous  a  déjà  servi,  que- 
tout  moui^emeni  continu  peut  être  reproduit  par  le  roule^ 
ment  mixte  de  deux  surfaces  réglées  l'une  sur  l'autre  $ 
ces  deux  surfaces  réglées  étant  les  lieux  géométngues.  de 
l'axe  spontané  dans  l'espace  absolu  et  dans  la  figure 
mobiley  et  la  surface  m>obile  roulant  à  qhaque  instant 
autour  de  la  génératrice  commune,  en  même  temps  qu^'elle 
glisse  latéralement  le  long  de  cette  génératrice. 

œMPOSmON  DES  MOUVEMENTS. 

XrV.  Le  problème  de  la  composition  des  mouvements  se 
ramènera  toujours  à  Ja  réduction  de  deux  mouvements  eu 
un  s/eul,  car  s'il  s'en  présente  un  plus  grand  nombre  on 
n'aura  qu'à  répéter  plusieurs  fois  de  suite  la  même  opéra- 
tion. Mais  il  sera  en  même  temps  nécessaire  de  distinguer 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ce  que  je  vais  faire 
au  moyen  d'un  petit  nombre  de  règles  distinctes. 

Deux  translations.  —  Si  nous  ejSeetuons  sur  chaque 
point  la  composition  de  ses  deux  vitesses,  comme  elles  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  points  dans  une  translation,  le 
parallélogramme  des  vitesses  ÇLÎl)  sera  identique  pour  tous, 
il  en  sera  de  même  de  )a  vitesse  résultante,  et,  par  suite,  le 
mouvement  résultant  sera  lui-même  une  translation.  Donc 
les  translations  se  composent  par  parallélogramme. 

XV.  Deux  rotations  d'axes  concourants.  —  Lorsque 
les  axes  de  deux  rotations  se  rencontrent  en  un  point,  cçlui- 
ci  ne  reçoit  de  vitesse  ni  de  Tune  ni  de  l'autre.  Sa  vitesse 
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absolue  est  donc  nullç,  et  le  mouvement  résnltant  est  an 
pivotement,  c'est-à-dire  (XI)  une  rotation  mstantanée 
dont  Taxe  passe  par  le  point  de  concours* 

Nous  pouvons  reconnaître  en  outre  qu^il  se  trouve  dans 
le  plan  des  deux  premiers.  En  effet,  chacun  de  ses  points  a 
une  vitesse  résultante  nulle,  c'est-à-dire  deux  vitesses  <iom- 
posantes  égales  et  directémetit  opposées.  Or,  les  vitesses  de 
rotation  sont  perpendiculaires  au  méridien  (VI),  donc  ce 
méridien  doit  être  le  méine  pour  les  deux  axes,  c'e^t-à«rdire 
se  confondre  avec  leur  plan. 

Si  maintenant  nous  élevons,  par  le  point  de  concours  des 
trois  axes,  une  perpendiculaire  égale  à  l'unité,  son  extré- 
mité se  trouve  à  la  fois  à  Tunité  de  distance  de  chacun  des 
irois  axes;  Ses  trois  vitesses-  mesureront  donc  les  vitesses 
angulaires  des  trois  mouvements  (VI),  c'est-à-dire  les  lon- 
gueurs des  droites  représentatives  de  ces  rotations.  Elles 
sont  d'ailleurs  perpendiculaires  à  leurs  méridiens  respectifs 
qui  passent  tous  les  trois  par  la  perpendiculaire  de  construc» 
tion.  Ces  vitesses  sont  par  sujte  situées  dans  un  plan  paral-*> 
lèle  à  celui  des  axes,  et  perpendiculaires  chacune  à  Taxe  ou 
à  la  droite  représentative  correspondants.  Les  deux  figures 
formées  par  ces  droites  et  par  les  trois  vitesses  sont  ainsi  les 
mêmes,  à  cela  près  qu'elles  se  trouvent  disposées  à  angle 
droit  l'une  sur  l'autre.  Mais  on  sait  que  les  vitesses  forment 
un  parallélogramme  (III),  il  en  est  par  suite  de  même  des 
droites  représentatives. 

Ainsi  donc,  les  rotations  autour  d^axes  concourants  se 
composent  par  parallélogramme. 

XVL  Deux  rotations  d^axes  parallèles.  —  Supposons 
que  lé  point  de  concours  s'éloigne  indéfiniment,  les  axes 
restant  assujettis  à  passer  par  deux  points  fixes.  L'angle 
diminue  peu  à  peu  et  le  parallélogramme  s'aplatit  de  plus 
en  plus.  Sa  diagonale  devient  donc  à  la  Kniite  là  sommé 
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OU  la  différence  des  coûtés,  suivant  que  les  rotations  sont 
alors  de  même  sens  ou  de  sens  opposes. 

La  direction  de  cette  diagonale,  étant  intermédiaire  entre 
les  deux  proposées,  se  confond  avec  la  direction  commune 
des  axes  devenus  parallèles. 

Elle  lie  cesse  pas  d'ailleurs  d*ètre  comprime  dans  leur 
plan,  de  sorle  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  y  déterminer,  sa  dis- 
tance à  chacun  des  deux  axes. 

Or,  qn  cotinait  par  la  Géométrie  cette  propriété  du  pa- 
rallélograiùme,  que  les  distances  de  l'extrémité  dé  la  diago- 
nale aux  deux  côtés  sont  en  raison  inverse  de  ces  côtés  (^). 
Ce  rapport  subsistant  encore  à  la  limite,  il  suffit  de  trouver 
&ur  une  perpendiculaire  au^  deux  axes  un  point  dont  les 
distances  à  ces  derniers  soient  dans  le  rapport  inverse  des 
vitesses  angulaires.  On  sait  encore  que  ce  problème  com- 
porte deux  solutions  dont  Tune  se  trouve  comprise  entre 
les  ates  et  l'autre  en  dehors  de  leur  intervalle,  du  côté  de  la 
plus  grande  vitesse.  C'est  le  sens  respectif  des  deux  rota- 
tions qui  fixera  lé  choix  de  ce  point.  Il  faut  en  effet,  pour 
qu'ilait  une  vitesse  nulle,  que  ses  deux  vitesses  compo- 
santes soient  de  sens  opposés,  et  l'on  s'assure  facilement 
qu'il  en  est  ainsi  dans  l'intervalle  des  deux  axes  si  les  rota- 
tions sont  de  inème  seiis,  et  à  l'extérieur  si  elles  sont  de 
sens  opposés. 

En  résumant  ces  différents  résultats,  nous  voyons  que 
deux  rotations  autour  d^ axes  parallèles  se  composent  en 
une  seule  dont  Vaxe  est  parallèle  aux  deux  premiers,  si-, 
tué  dans  leur  plan  et  à  des  distances  réciproquement  ptq- 
portionnelles  à  leurs  vitesses  angulaires.  En  outre,  sui- 
%fant  que  les  deux  rotations  sont  de  même  sens  ou  de  sens 
opposés^  raxe  résultant  se  trou\fe  en  dedans  ou  en  dehors 


(^)  Car  leurs  produits  respectifs  mesurent  le  double  des  aires. dés  deux 
triangles  qui  forment  chacun  la  moitié  du  parallélogramme. 
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de  Vinteryalle  des.  premiers,  et  sa  ^vitesse  angulaire  est 
égale  à  ia  somme  pu  à  la  différence  des  proposées. 

XVII.^  Couples  de  rotation,  —7  Attachons^noos  un 
mstant  àu  cas  particulier  de  àevLiL  rotations  égales  autour 
d*axes  parallèles,  et  de  sens  contraire»  C'est  ce  que  Ton 
nomme  couple  de  rotation. 

Si  on  cherche  à  le  réduire  par  la  règle  précédente,  on 
obtieivt  une  vitesse  angulaire  nulle  autour  d'un  axe  situé  à 
rinfini  dans  le  plan  des  deux  premiers,  c^esl- à-dire  une 
translation  perpendiculaire  à  ce  plan.  On  s'assurera  facile- 
ment sur  une  figure  qu'elle  est  dirigée  du  côté  où  il  faut 
regarder  le  couple  pour  le  v.oîr  tourner  dans  le  même  sens 
qn^  les  aiguillés  d'une  horloge,  en  considérant  ses  deux 
droites  représicntatives  comme  des  tendances  à  la  rotatioii 
du  bras  de  les^ier  du  couple.  Quant  à  la  valeur  de  cette 
translation,  il  suffit,  puisqu'elle  est  la  même  pour  tout  l'es- 
pace, de  l'évaluer  pour  un  seul  point,  et,  par  exemple, 
pour  Tune  des  extrémités  du  bras  de  levier.  Ce  point  ne. 
recevant  pas  de  mouyemenlde  la  part  de  l'une  des  rotations, 
sa  vitesse  absolue  sera  cçUc  de  la  seconde  ou  (VI)  le  pro- 
duit de  la  vitesse  angulaire  commune  par  le  bras  de  levier. 
C'est  ce  que  Ton  nommé  le  moment  du  couple. 

Ainsi  un  couple  de  rotation  équivaut  à  une  transla- 
tion égale  à  son  moment^  perpendiculaire  à  sçn  plan, 
et  dirigée  dans  le  sens  ou  il  faut  regarder  le  couple 
pour  le  voir  tourner,  comme  les  aiguilles  d'aune  horloge. 

On  pourra,  par  siiîté,  faire  subir  à  un  couple  toutes  les 
modifications- qui  n'altéreront  aucun  des  trois  éléments 
dont  dépend  la  translation  équivalente.  Et,  par  suite,  on 
peut  tourner  et  transporter  à  volonté  un  couple  dans  son 
plan,  transporter  ce  plan  parallèlement  à  lui-mémç^  enfin 
modifier  drhitraitenient y  mais  en  raison  mi^erse  l\m  de 
Vautre^  la  vitesse  angulaire  et  fe  brai  de  lew'er, 
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.  La  cnnsidératior^  des  couples  permet  de  traDSjH^rter  à  vo^ 
lonté  un  axe  représentatif  de  rotation  d  une  position  &>  dans 
une  autre  parallèle  co'.  Car,  si  nous  introduisons  deux  rota- 
tions égales  et  opposées  (ù'  et  œ^V^!^  q^î  i^^.  change  rien  à 
l'état  des  choses,  nous,  pouvpnd,  ne  conservant  qu,e  a>',  con- 
sidérer ot)  et  o/^  comme  formant  un  couple,  et  les  supprimer 
en  les  remplaçant  par  la  translation  équivalente.  Cet  arti*- 
'  fiœ  ya  nous  permettre  de  résoudre  très-simplementles  deux 
cas  suivants* 

XVIII,  Translation  et  rotation»  -^  Désignons  par  i^  et  w 
les  droites  représentatives  de  la  translation  et  de  la  rotation 
qu'il  s'agit  de  réduire  ensemble.  Je  décompose  par  utx  rec- 
tangle (XIV)  la  translation  \f  en  deux  autres  :  y^  parallèle  et 
i''' perpendiculaire  à  cù.  Je  remplace  ensuite  y"  par  un  couple 
de  rotations  qui  ait  pour  vitesses  angulaires  tù'  et  a)'',  cette 
dernière  étan  t  égale  et  opposée  à  o).  Cela  est  possible,  puisque 
le  plan  dii  coUple  doit  être  perpendiculaire  à  i>'',  c'estrà-dîre 
parallèle  à  co,  et  que^  du  reste,  lune  des  deux  vitesses  an* 
gulaires  égalés  peut-être  prise  à  volonté  (XVÏI).  Dès  lors 
û)  etw'^se  détruisent  respectivement  et  il  reste  seulement 
co'et  ^'',  c'est-à-dire  une  rotation  autour  d'un  axe  et  unç 
translation  parallèle  k  cet  axe,  ou  un  mouvement  hélicoï- 
dal (Vil)  dont  les  éléments  se  trouvent  déterminas. 

Si  Ton  chei;"che  en  particidier  la  condition  poiir  que  le 
résultat  de  la  composition  soit  une  rotation  simple,  il  sera 
pour  cela  nécessaire  et  suiSsaiit  que  m'  soit  nulle  ou  que  la 
translation  proposée  soit  perpendiculaire  â  l'axe  de  la  rota- 
tion. 

XIX.  Deux  rotations  d^aXes  non  concourants.  —  Dési- 
gnons par  «  et  w'  les  deux  droites  représentative^  non 
situées  dâns^un  mèn^e  plan.  J'applique  en,  un  point  quel- 
conque de  l'axe  a>^  deux  rotations  égales  et  directement 
opposées  cdi,c«>i,  qui  soient  en  m^me  temps  perallèleç  «t 
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^alea  à  &>.  Dans  ces  conditions,  a>  et  eoi' forment  un' couple 
queTonpeat  remplacer  par  une  îranBlatton  (XVII).  De 
plus,  (ù'  et  cdi  sont  deux  rotations  dont  les  axes  concourent 
an  point  qui  a  été  choisi.  Elles  se  réduisent  donc  par  paraU 
lâogramme  (XV)  à  une  seule  rotation.  Dès  lors  on  rentre 
dans  Tapplication  de  k  règle  précédente  (XVUI). 

On  remarquer»  que  lé  résultat  de  la  conipositîon  nf» 
pourra  jamais  être  une  iX)tation  simple,  c*est-«*dire  (XVIII) 
que  la  translation  équivalente  au  couple  ne-  pourra  être 
perpendiculaire  à  l'axe  de  la  rotation,  qui  résulte  par  paral- 
lélogramme de  a>^  et  û>i  .  Fjol  effet,  cette  translation  est  peiv- 
pendiculaireau  plan  de  son  couple  ^  il  faudrait  donc  que  la 
résultante  du  parallélogramme  fiiit  compurise  dans  ce  pian  ; 
or  cela  est  impossible,  puisque  ce  parallélogramme  est  con^ 
su*ttit  sur  une  droite  a>i  située  dans  ce  plan  comme  opposée 
à  (()t,  et  d'une  auire  c^'  qui  ne  saurait  s'y  trouver,  car  alors 
elle  sérail  comprise  dans  un  même  plan  avec  «a,  ce  qui  est 
contraire  à  Thypoilièse. 

XX.  Deux  moui^ements  quelconques^  —  Quels  que 
soient  les  mouvements  proposés,  chacun  d'eux  pourra  tou^ 
jours  (XII)  être  considéré  comme  formé  d'une  rotation  et 
d'une  translation.  On  commencera  par  ramener  les  ases 
de  rotation  à  passer  par  nn  même  points  sur  lequel  ils  se 
composeront  par  parallélogramme  (XV).  Il  suffira,  pour 
cela,  d'introduire  un  couple  (XVII),  c'est-à-dire  une  trans- 
lation. Les  trois  translations  se  réduisant  ensuite  à  une! 
seule  par  des  parallélogrammes  successifs  (XIV),  on  ren- 
trera dans  l'application  de  la  règle  précédente  (XVllI). 

THÉORÈME  PU  MOUVEMENT  RELATIF. 

XXI.  Proposons-nous  dans  toute  sa  généralité  la  ques- 
tion suivante  :  Quel  est  le  mouvement  relatif  4' un  corps-par 
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rapport  à  un  autre,  lorsque  tous  les  deux  sont  animés  de 
mouvements  connus. 

Si  nous  supposons  pour  cela  qu'un  observateur  soît  eii- 
traîaë  à  son  insu'  dans  le  mouvement  M  du  système  S,  la 
question  sera  de  savoir  quelle  apparence  lui  présentera  le 
solide  S-,  animé  en  réalité  d'un  mouvement  M'.  Comme  le 
mouvement  apparent  résultera  pour  l'observateur  de  me- 
sures prises  à  chaque  instant  par  rapport  au  système  S  (l), 
nous  pouvoiis  attribuer  aux  dc^ux  objets  tel  mouvement  que 
nous  voudrons,  pourvu  que  ce  soit  pour  les  deux  un  même 
niouvément  dé  solide,  comme  s'ils  formaient  deux  parties 
solidaires  d'uu  seul  corps  invariable*  Dans  ce  cas,  en  effet, 
le  mouvement  que  nous  introduisons  ne  modifiera  nulles- 
ment  par  lui-même  la  situation  respective  des  deux  jsys- 
lèntes.  Çel,te  situation  ne  sera,  dès  lors,  altérée  à  chaque 
instant  qu'en  raison  des  mouvements  indépendants  des4eux 
corps,  de  itelle  sorte  que  les  apparences  ne  se;*ont  pas  chan- 
gées, Il^suffit,  par  suite,  de  tes  chercher  dans  ces  nouvelles 
conditions. 

Appliquons,  par  exemple,  aux  deux  corps  un  mouvemient 
Ml  égal  et  directement  opposé  à  M.  Nous  eu  âvoûs  le  droite 
car  Ml  est  un  mouvement  de  soKde,  puisque  par  le  fait  il 
est  attribué  en  sens  contraire  au  système  S.  Par  là  ce  der- 
nier corps,  animé  à  la,  fois  de  deux  mouvements  inverses 
M  et  Ml,  est  réduit  au  repos,  de  sorte  que  l'observateur  se 
retrouve  dans  )es  conditions  ordinaires.  Le  inouvement 
*  apparent  sera  donc  le  résultat  de  la  composition  par  les 
règles  précédentes  des  dqux  mouvements  M' et  M^ ,  qui  ani- 
ment alors  le  corps  S''.  D'où  le  théorème  suivant,  dont  nous 
ferons  un  continuel  usage  : 

Le  moui^ement  relatif  d'un  solide  par  rapport  à  un 
autre  s'obtient  en  composant  son  moui^ement  propre  avec 
le  mouvement  invei*se  du  second. 

Si  en  particulier  on  veut  juger  du  mouvement  relatif 


d*un  corps  fixe  par  rapport  à  un  autre  qui  est  mobilû^  la 
règle  précédente  montre  que  le  corps  ûilc  paraitra  animé 
du  mouvement  inverse  de  celui  de  robservateur*  C'est 
ainsi,  par  e:£epiple^  que  nous  attribuons  à  la  voûte  céleste, 
en  la  changeant  de  sens,  la  rotation  de  la  ferre  qui  nous 
entraîne-  sans  que  rien  en  avertisse  nos  sens.. 

ROULEMENT  ET  GLISSEMENT. 

XXU.  11  es^  facile  de  comprendre  par  quel  trait  d'union  les 
considérations  précédentes  trouveront  une  application  utile 
dans  rétude  des  mécanismes.  En  effet,  sauf  des  e»eptions 
relativement  rares,,  telles  que  les  cordes  ou  les  fluides,  les 
pièces,  de  machines  sont  en  général  des  corps  solides.  De 
plus,  si  Ton  écarte  le  cas  des  machines  éleGtromûtrice&,  les 
forces  exercées  à  distance  n  y  jouent  aucun  rôle  et  on  n'etn^ 
ploie  que  des  actions  de  contact.  Enfin,  les  efforts  brusques, 
tels  que  les  chocs,  les  explosions,  en  sont  bannis  autant  que 
possible  comme  nuisibles  à  l'économie  du  travail  et  à  la 
solidité  des  appareils.  L'action  sera  par  suite  continue.  En 
résumé,  les  organes  de  machines  nous  présenteront  ordinai- 
rement deux  corps;  solides  qui  restent  toujours  en  contact. 
Il  convient  donc  d'étudier  en  terminant  le  mouvement  re- 
latif de  l'un  dé  ces  corps  par  rapport  à  l'autre.  Nous  pour- 
rons, pour  cela  (XXI),  réduire  par  la  pensée  ce  dernier  au 
repos.  .  ^  . 

Roujement,  — Nous  distinguerons  à  cet  égard  trois  na^ 
tures  de  niouvément.  Le  cas.  le  plus  simple  est  celui  du  rou-' 
lement.  Pour  le  définir,  je  considérerai  d'abord  deux 
courbes  solides.  Qu  dit  alors  qu'il  y  â  roulement  lorsque  les 
arcs  qui  s'appliquent  Vxxxx  /Sur  l'autre:  sont  toujours  égaux. 

Si  nous  prenons  en  second  lieu  deux  surfaices  qui  se  tou- 
chent à  chaque  instant  par  un  point^  nous  imaginerons  les 
deux  courbes  que  dessine  sur  chacun  des  corps  la  série  des 
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points  de  coniacV;  le  roulement  de  ces  Ugn«s  dëterminei'a 
oelui  des  surfaces.  ' 

^  Si  nous  envisageons  enfin  deux  surfaces  qui  se  touchant 
i  chaque  instant  le  long  d^une  ligne,  il  faudra  s'occuper 
sutceft8ivenient>de  tous  les  points  de  cette  ligne.  Pour  cha^ 
cun  d'eux  on  imaginera  que  Ton  trace  par  ce  point  sur 
Hune  des  surfaces  une  petite  courbe  destinée  à  laisser  son 
>  empreinte  sur  l'autre  pendant  le  mouvement,  et  Ton  dira 
que  les  deux  surfaces  roulent  au  point  en  question,  s'il  y  a 
roulement  entre  ces  deux  lignes. 

Dans  le  roulement  simple  9  le  point  de  contact  a  Une 
vitesse  nulle.  Car  ses  deux  positions,  après  un  temps  élé- 
mentaire» forment  les  extrémités  d'arcs  tangents  égaux  en 
longueur,  et,  à  ce  titre,  ne  spnt  séparées  que  par  un  inter- 
valle du  second  ordre» 

Glissement. — TJu  second  cas  simple  est  celui  du  glisse- 
ment,  il  se  produit  lorsque  le  contact  s^ effectue  constam- 
ment par  le  même  point  de  Tun  des  corps.  La  vitesse  de  ce 
point  s'appelle  vitesse  de  glissement, 

IX  ne  faut  pas  confondre  le  glissement  avec  la  translation. 
Un  glissement  instantané  peut  être  en  effet  considéré  ^XII) 
comme  composé  d^une  translation  avec  la  vitesse  de  glisse- 
ment et  d'une  rotation  autour  d'un  axje  passant  par  le  point 
de  contact. 

,  Mouvement  mixte.  —  Tous  les  cas  qui  ne  rentrent  pas 
dan3  l'un  ou  l'autre  des  deux  précédents  sont  réunis  sous 
la  dénomination  de  mom^ment  mixte. 

On  peut  lé  considérer  comme  composé  à  chaque  instant 
déroulement  et  de  glisseiiient.  Supposons,  en  effet,  que  Je 
contact  s'opfa'e  à  deux  in§^tants  successifs  en  M  et  M'  {PL  I, 
Jig,  4)»  Réduisons  par  la  pensée  (XXI)  la  courbe  M  wM' 
au  repos,  et  soit  Mt  la  position  où  parvient  sur  la  courbe 
mobile  le  premier  point  de  <conta<'.t  M.  Si  nous  prenons 


lVi'7u  =  M'Mi,  on  pourra  imaginer  que  la  courbe  mobile 
glisse  le  long  de  Tare  Mm  pour  rouler  ensuite  sur  Tare 
mM\  On  appelle  ces  deux  longueurs  arc  de  glissemeniet 
arc tie roulement.  En  divisant  ces  arcs  élémentaires  par  le 
temps  infiniment  petit,  on  obtient  les  vitesses  de  glisse* 
ment  et  de  roulement.  Leur  rapport  peut  servir  à  chaque 
instant  de  caractéristique  au  mouvement  mixte. 

On  aura  la  vitesse  de  roulement  en  ajoutant  ou  retran* 
cham^  suivant  les  cas,  la  vitesse  de  dé{dacement  total  du 
poim  de  contact  et  la  vitesse  de  glissement.  Cette  derniire 
s'obtiendra  d'ailleurs  directement  en  divisant  par  le  temps 
infininnent  petit  la  distance  qui  sépare  à  l'instant  final  les 
deux  points  qui  se  trouvaient  primitivement  en  contact» 
En  effet,  Tare  de  glissement  Mm  peut  être  remplacé  par 
MMi,  car  noua  avons  vu  que  le  déplacement  mMt,  du  au 
roulement,  est  du  second,  ordre  infinitésimal. 


CLASSIFICATION. 


GÉNÉRALITÉS   SUR    LES   MACHINES. 

XXIII.  Le  problème  de  Tindustrie  mécanique  consiste 
toujours  h  utiliser  pour  l'élaboration  artificielle  de  cer- 
taines matières  les  forces  naturelles  que  nous  troutons  au^ 
tour  de  nous.  C'est  aînai  que'pour  le  martelage  du  fer,  Télé- 
vation  des  eauf:,  le' tissage  des  fils,  etc.,  nous  disposons  in- 
disttttcteitient'de  la  force.du  cheval,  du  poids  d'une  chute 
d'eau,,  de  l'expansion  de  la  vapeur,  etc.  Pour  mettre  en 
iapport  deux  choses  aiissi  diffiSrentes,  un  intermédiaire  est 
toujours  indispensable  :  on  lui  donne  le  nom  de  machine. 

Ainsi  donc  toute  machine  est  un  appareil  destiné  à  mettre 
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en  relation  un  moteur  avec  une  matière  à  élahorer*  On 
y  peut  toujours,  d'après  cela,  apercevoir  trois  parties  dis- 
tinctes. 

La  preiitière  se  trouve  en  rapport  immédiat  avec  le 
moteur^  elle  se  modèle  sur  lui  et  s'adapte  à  sa  nature  spë-^ 
ciale  :  on  l'appelle  le  récepteur.  Ce  sera,  par  exemple,  pour 
les  moteurs  que  nous  avons  cités,  un  mànég^,.  une  roue  hy- 
draulique, une  machine  à  vapeur,  etc.  ^   . 

Une  seconde  partie,  placée  à  Tautre  extrémité  ^e  Tappa- 
reil,  est  en  contact  direct' avec  la  matière  9  élaborer.  On 
rappelle  opérateur^  elle  remplace  Toulil  que  ferait  mou- 
voir en  TabseDce  de  la  machine  la  main  de  l'ouvrier.  Ce 
sera,  pour  les  élaboratîons  que  j'ai  prises  pour  exemples, 
un  marteau,  une  pompe,  une  Jacquart,  etc. 

Entre  ces  deux  parties,  qui  empruntant  une  physionomie 
spéciale  à  la  nature  propre  du  moteur  et  de  la  nîatière  à 
élaborer,  s'en  trouve  une  troisième  destinée  à  les  relier. 
Elle  est  plus  exclusivement  mécanique,  et  ses  élé^ients  $e 
retrouvent  toujours  à  peu  près  les  mêmes  sauf  leur  mode 
de  groupement.  Nous  les  appellerous  Içs  mécanismes.  Ce 
seront^  par  exemple,  des  engrenages,  des  excentriques,  des 
cordes  sans  fin,  des  parallélogrammes,  etc. 

L'étude  des  machines  se  divise,  d'après  cela,  en  trois 
parties  correspondantes.  Mais  celle  des  opérateurs  appar- 
tient, à  proprement  parler,  à  la  technologie,  et  son  champ, 
du  reste,  est  à  peu  près  indéfini,  car  il  constitue  Je  pro- 
gramme de  l'industrie .  mécanique  tout  entière*  L'étude 
des  récepteurs  est  plus  circonscrite,  car  le  nombre  dès  mo- 
teurs naturels  est  très^limité.  Elle  forme  un  cadre  spécial 
étranger  au  sujet  que  jê^  me  propose  ici  de  traiter.  Nous 
nous  restreindrons  donc  à  Tétude  des  mécanismes,  que  j'en- 
visagerai d'ailleurs  d'une  manière  complète. 

XXIV.  Il  fam  pp^r  cela  embrassipr  dçiix.  points  dç:vue 
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distincts.  Le  premi^c  est  exclusivement  jgéométriqiie.  Il  est 
destiné  à  rendre,  compte  aux  yeux  du  mode  de  transmis ♦ 
sîoD  ou  .de.  modification  de  mouvement  qui  s'opère  d'un 
organe  au  suivant  dans  la  composition  des  machines* 

La  seconde  étude  s'attache  au  point  de  vue  dynamique  ou 
aux  résistances  qui  peuvent  se  développer.  Elle  est  utile,  en 
premier  lieu,  pour  discuter  les  diiTérents  dispositifs  au  point 
de  vue  de  l'économie  du  travail  des  forces  dont  on  dispose.  Oli 
s'exposerait,  en  outre,  en  U  tiégligcfant,  aux  plus  graves  me* 
comptes,  car  ces  résistances  peuvent  parfois  (370)  entraver 
le  mouvement  d'une  manière  absolue,  et  dont  les  aperçus 
géométriques  sont  impuissants  à  rendre  compte^  de  sorte 
que  telle  combinaison  profondément  ingénieuse  sur  le 
papier  i^e  saurait  en  sortir  pour  passer  dans  le  domaine 
de  l'application,  fut-ce  même  dans  un  simple  but  decur 
riosité, 

Ces  deux  points  de  vue  se  partageront  les  deux  Parties 
de  ce  Traité. 

CLASBIFICATim  DBS  MËGANISME6.      . 

XXV*  Nous  établirons  d'abord  dans  la  liste  des  méca- 
nismes deux  grandes  divisions,  suivant  que  les  deux  pièces 
qui  les  constituent  agissent  l'u^ne  sur  l'autre  par  contacl^ 
immédiat  ou  à  l'aide  d'un  intermédiaire. 

Les  organes  de  contact  immédiat  se  clas^ront  naturelle-r 
meut  d'après  le  genre  de  leur  mouvement  relatif  (XXII). 
A  cet  égard  il  y  aura  lieu  de  distinguer  les  organes  à  roule- 
ment simple  OM  galets,  les  organes  à  glissement  simple  ou 
glissières  y  et  les  organes  à  mouvement  mixte.  Pour  ces  der- 
niers une  subdivision  est  encore  nécessaire. 

Lorsqu'on  voudra  produire  un  mode  déterminé  de  trans- 
mission, l'analyse  du  problème  conduira  à  un  certain,  profil 
poiu:  les  pièces.  S!il  s'agit  d'tme  machiné  ditc^Wre^^è, 
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c'€st*à-dire  en  réconomîe  du  iravaU  des  forces  ait  une  im- 
portance secondai iSe  et  qui  ne  puisse  entrer  en  comparaison 
avec  celle  de  la  précision  de  Touvrage,  rien  nempécliera 
d^employer  dans  tout  son  développement,  s'il  est  limité,  ou 
dans  une  étendue  notable  pour  le  cas  contraire,  le  tracé  fourni 
parla  Cinématiqae.  On  formera  ainsi  la  classe desej?eefifrr^ 
qites.  Mais  s'il  s'agit  d'une  machine  iJe/dre^  où  l'intensité  dés- 
efforts  exercés  soit  considérable,  le  travail  des  frottements 
croît  en  proportion,  et  il  devient  nécessaire  de  ratténuèr  en 
<iiminuant  les  glissements  relatifs, Or,  si,  après  avoir  réduit 
par  la  pensée  au  repos  (XXI)  Ittne  des  pièces,  on  imagine 
le  lieu  des  centres  instantanés  de  la  pièce  mobile,  il  im- 
porte que  le  contact  ne  s'en  éloigne  jamais  sensiblement, 
•car  les  vitesses  croîtraient  en  raison  dé  cette  distance  (VIII). 
D'après  cela  on  ne  devra  conserver  du  tracé  que  fonmit  la 
Cinématique  qu'une  petite  étendue  aux  environs  du  lieu  des 
•centres.  Pour  obtenir,  d'ailleurs,  la  continuité  de  la  trans- 
mission, on  sera  conduit  à  employer  une  série  de  ces  petits 
appendices  disposés  le  long  du  lieu  des  centres  instantanés. 
De  là  une  quatrième  classe  d'appareils  qui  emprunteront  à 
cette  particularité  un  aspect  spécial  :  ce  sont  les  roues  den- 
tées ^ou  les  e/igr^/itfgey. 

Nous  avons  cem^pris  dans  la  seconde  division  les  méca- 
ntsmes  dans  lesquels  les  dettx  pièces-  principales  agissent 
l'une  sur  l'autre  à  l'aide  d'un  intermédiaire  dont  le  mou- 
vement îneîivîduel  n'a  qu'une  importance  secondaire.  Ces 
:atppareils  se  classeront  naturellernent  suivant  ie  genre  de 
l^ntermédiaîre.  Lorsqn'i-l  sera  solide  nous  aurons  la  classe 
des  bielles^  et  quand  tl  sera  flexible  celle  des  cordes; 

XXVI.  Ces  six  chapitres  comprendront  tons  les  organes 
par  lesquels  s'effectue  la  transmission  proprement  dite  du 
piouvement,  depuis  le  récepteur  jusqu'à  l'opérateur.  Mais 
d'autres  appareils  sont  encore  nécessaires,  sinon  pour  "la 
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marcbe,  du  moins  pour  la  bonne  marebe  d'une  maehine» 
Nous  les  appellerons  à  ce  liive  appareils  accesioires^  et  il 
s'en  présentera  trois  sortes. 

La  prehiière  est  celle  dés  régulateurs.  Ils  sont  destiiiés, 
comme  l'indique  leur  nom,  à  mettre  le  monvemerit  de  la 
machine  à  Tabri  des  irr^ularités  qui  peuvent  provenir  du 
moteur,  dé  la  résistance  à  vaincre  ou  de  toute  autre  cause. 
La  seconde,  qui  remplit  en  quelque  sorte  un  rôle  inverse, 
est  celle  des  embrcpfa^s,  destinés  à  introduire  des  irrégu- 
larités ou,  pour  mieux  dire,  des  modifications  du  mouve- 
ment â  la  volonté  du  mécanicien,  notamment  la  mise  en 
marche  et  Tarrèt  de  la  machine. 

Nous  comprendrons  dans  une  dernière  classe  les  indica- 
teurs de  toutes  sortes  ou  appareils  d'observation,  tels  que 
enregistreurs,  manomètres,  dynamomètres,  ete.  C'est  eu 
quelque  sorte  Tarsenal  du  mécanicien»  non  plus  pour  ac- 
complir un  effet  industriel  déterminé,  mais  pour  perfec^ 
tiouner  sou  art  en-géuéral  ou  la  conduite  de  sa  machine- en 
particulier,  en  observant  les  lois  et  toutes  les  circonstances 
qui  Tintécesseut. 

En  résumé,  nous  rangerons  tons  les  appareils  que  nous 
avons  à  étudier  dau«  les  neuf  classes  sui vanter  : 

i  Roulement  simple.       Galets, 
Glissement  simple.       Glissières. 

[,.        .,.  .  (Solide .'.       Bielles. 

l  lat.nn«d..re  .. . .  j  f^^ib,,.. . , Corde.. 

ÎEmbrajragfs, 
Rêf^lateufs, 
indicateurs* 

CLASSIFICATION  DE  MONGE. 

XXVU.  ,Uùe  autre  classification  a  été  proposée  daitô 
l'origine  par  Monge  et  suivie  à  peu  près  sans  modifications 


a8  INTRODUCTION., 

par  tons  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  depuis  du  même 
sujet.  J'ea  vais  exposer  succinctement  le  principe,  et  j'in* 
diquerai  en  même  temps  les  raisons  pour  lesquelles  j'ai  cru 
devoir  lui  substituer  la  précédente. 

On  distingue  lou3  les  mouvements  en  trois  sortes  :  recti- 
ligne,  circulaire  et  quelconque.  Rcmarquapt  en  outre  que 
chacun  d'eux  peut  être  progressif  ou  alternatif,  c*est-à-dire 
de  va-et-vient,  on  obtient  six  types  distincts.  On  classe  en- 
suite les  organes  d'après  la  double  nature  des  mouvements 
de  leurs  deux  pièces..  A  cet  égard  on  peut  grouper  ensemble 
deux  mouvements  semblables  ou  dissemblables,  ce  qi^i 
fournit 

I  .2 

vingt  et  une  combinaisons  distinctes. 

Ce  nombre  de  classes  est  excessif  pour  le  sujet  et  impose 
h  Tesprit  une  trop  grande  subdivision;  De  plué^  la  réparti- 
tion des  organes  8*y  fait  d'une  manière  très-défectueuse. 
Un  petit  nombre  de  catégories  condense  la  presque  totalité 
des  mécanismes  et  quelques-unes  sont  à  peu  près  dénuées 
d'exemples  à  l'appui*  Enfin,  ce  principe  de  classification 
a  le  défaut  capital  de  réunir  des  appareils  entièrement  dis- 
semblables et  de  disséminer  de  tous  côtés  les  analogies  vé- 
ritables (*). 

Cette  méthode  ne  parait,  présenter  qu'un  seul  avantage 
véritable,  c'est  qu'elle  constitue  une  sorte  de  dictionnaire 
où  l'on  peut  aller  chercher  l'organe  dont  on  devra- se  servir 
pour  opérer  une  transmission  de  nature  déterminée.  Mais 
quel  est  le  mécanicien  vraiment  digne  de  ce  nom  qui  pour 


(*)  Je  n'en  citerai  qu'un  seul  exemple  :  pour  envisager  complètement  la 
théorie  des  engrenages,  qui  se  détache  pourtant  très^ettement  de  l'en- 
semble des  autres  mécanismes,  on  est  obligé  de  la  chercher  dans  presque 
toutes  les  catégories  établies. 
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h  composition  d'une  machine  devra  feuilleter  un  pareil 
répertoire?  La  classification  n'est  ici  réellement  utile  que 
pour  l'étude  €t  l'exposition  didactique,  et  à  ce  titre  elle 
doit  par-dessus  tout  grouper  les  analogies  fondamentales. 

J'ai  été  conduit  par  ces  raisons  à  adopter  le  point  de 
vue  que  je  viens  d'^exposer,  pour  la  classification  des  or- 
ganes (XXV).  Je  dois  avertir  en  même  temps  que  ses 
avantages  s'apprécient  surtout  a  Tusage  et  quand  on  a  par- 
couru l'ensemble  de  cette  étude,  bien  plus  que  par  l'aperçu 
préalable  que  j'ai  dû  cependant  en  présenter  tout  d'abord. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

ÉTUJ)E  GÉOMÉTRIQUE  DES  iMÉCANISMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GALETS  DE  TRANSMISSION  UNIFORME. 


§1- 

GÉNÉRALITÊS. 

1.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  de  galets 
les  organes  de  contact  immédiat  et  de  roulement  sim- 
ple (XXV).     . 

Leur  avantage  caractéristique  consiste  dans  la  suhstitu-* 
lion  de  la  résistance  très*faible  que  dévieloppe  le  roulement 
au  frottement  de  glissement  relativement  intense. 

Us  présentent  en  revanche  un  inconvénient  sérieux  dans 
la  formation  de^  facffttes .  Pour  peu,  en  efiet»  que  la  sur^ 
face  courbe  présente  une  iri:égularité  un  peu  brusque,  il 
8  y  produira  périodiquement  un  ressaut  qui  tendra  à  Taug- 
menter.  Si  la  machine  s'arrête  dans  le  voisinage  immédiat, 
le  galet  aura  tendance  à  tomber  dans  ce  crau,  et  la  pres- 
sion mutuelle  le  développera  encore.  Enfin,  s'il  s'y  arrête 
tin  instant  pendant  le  mouvement,  le  glissement  et  l'uscure 
augmenteront  rapidement  le  méplat,  et  le  galet  hors  d'état 
désormais  de  rouler  sera  devenu  une  glissière  et  une  mau-^^ 
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vaise  glissière,  puisque  sa  forme  n'a  pas  été  calculée  pour 
ce  genre  d'action. 

2.  Peux  surfaces  peuvent  se  toucher  géoniétriqueinent 
par  un  point  ou  suiyant  une  ligne,  c'est-à-dire  physique^ 
ment,  par  un  petit  espace  fermé  ou  le  long  d'une  zone 
très-étroite.  Comme  la  première  étendue  est  petite  dans 
tous  les  sens,  elle  est  beaucoup  plus  restreinte  que  la  se- 
conde. Or,  la  pression  mutuelle  des  deux  pièces  est  équi- 
librée par  le  jeu  moléculaire  des  parties  pla^^ées  en  pré- 
sence. Elle  occasionnera  donc  une  fatigue  et  une  tendance 
à  l'usure  plus  marquées  avec  le  premier  mode  de  contact, 
et,  pour  celte  raison,  le  second  doit  lui  être  préféré. 

Mais  si  les  deux  surfaces  se  touchent  par  une  ligne,  il 
importe  que  le  roulement  ait  lieu  dans  toute  son  étendue, 
c'est-à-dire  que  tous  ses  points  aient  une  vitesse  nulle 
(XXU).  Joignons-en  deux  quelconques  par  une  droite  :  ce 
sera  un  axç  instantané  dont  tous  les  points  auront  de  même 
une  vitesse  nulle.  Si  en  outre  la  ligne  de  contact  présentait 
ttn  seul  point  en  dehors  de  cet  axe,  il  formerait  avec  les  pre- 
miers un  Jriangle  de  repères  {IV )  dont  les  trois  vitesses  se- 
raient nulles,  ainsi,  par  conséquent,  que  celle  de  tout  autre 
point  du  solide;  et  comme  il  en  doit  être  de  même  à  un  in- 
stant quelconque,  le  corps  se  trouverait  réduit  à  Vimniobili  té 
et  cesserait  d'être  un  organe  de  machines^  La  ligne  de  contact 
ne  peut  donc  être  qu'une  droite,  et  l'on  voit  que  les  sur- 
faces doivent  être  telles,  qu'on  y  puisse  tracer  une  infinité 
de  lignes  droites.  En  d'autres  termes,  fej  galets  sont  né- 
cessairement des  surfaces  réglées* 

A  cette  catégorie  fort  étendue  de  surfaces,  la  pratique  de 
la  construction  n'emprunte  que  les  cylindres  et  les  cônfes, 
qu'elle  installe  autour  d'axes  de  rotation  parallèles  aux 
génératrices  du  cylindre  ou  passant  par  le  sommet  du 
cône. 
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3.  Ëiudiona,  d'après  cela,  le  mouvement  relatif  des  ga- 
lets. Nous  devrons,  à  cet  effet  (XXI),  réduire  pur  la  pei&sëe 
Tun  d'eu^  au  repos  et  composer  pour  l'autre  son  mouve- 
ment propre  avec  le  mouvement  inverse  du  premier,  c'est- 
à-dire  deux  rotations. 

Pour  les  galets  cylindriques,  ces  deux  rotations  ont  des 
axes  parallèles.  Le  mouvement  résultant  sera  donc  (XVII) 
une  rotation  instantanée  autour  d'un  ^xe  parallèle  aux 
proposés  et  si  tué /dans  leur  plan*  De  sorte  qu'en  projection 
sur  le  plan  de  section  droite,  sou  pied  tombe  sur  la  ligne 
qui  joint  les  autres^  Si  donc  A  désigne  la  distance  constante 
des  centres,  r  et  r'  celles  qui  les  séparent  du  centre  instan- 
tané, on  aura 

le  signé  dépendant  des  sens  respectifs  des  rotations  que 
nous  pouvons  laisser  indéterminés.  Nous  savons  de  plus 
(XYII)  queiés  distances  de  Taxe  instantané  aux  axes  pro- 
posés sont  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires,  et,  par 
suite, 

I.  '   £ 

Pour Jes  galets  coniques,  nous  trouverons  des  formulés 
analogues.  La  composition  des  rotations  s^efiectuè  alors 
(Xyi)  par  un  parallélogramme.  Sî  donc  «  désigne  l'angle 
constant  des  deux  axes  proposés,  et  f,  <f'  ceux  qu'ils  foUt 
avec  l'àxe  instantané,  on  aura 

?  +  ?'  =  «, 
siny  w' 
sin^'       w 

Il  y  a  lieu,  d'après  cela,  de  distinguer  les  galets  en  deux 
cat^orie^,  suivant  que  le  rapport  de  leurs  vitesses  angi;^- 
/'         .  3        ■ 
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fcâres^stcbnstaiit  on  variable,  •c'est-'àHiire  que  la  transmis- 

eâm  est  ufifferme  ou  variée. 

'    PkEMikKfe  C4TÉG011IE.  —  Urulets  de  transmission  uni- 

forme. 

Seconde  catégorie.  —  Galets  de  transmission  variable. 

S  n. 

GALETS  DE  aANSMISSION  UMFÔRME. 

1.  "Les  galets  de  transmission  uniforme  intéressent  plus 
particulièrement  la  pratique,  et  il  en  est  de  même,  en 
général,  des  transmissions  à  rapport  de  vitesses  constant. 
Le  mouvement  uniforme  est,  en  effet,  de  tous  celui  que 
Ton  doit  préférer  pour  les  pièces  de  machines,  quand  au- 
cune raison  ne  s'v  oppose  d'ailleurs.  Il  est,  en  effet,  le  pluâ 
compatible  avec  la  régularité  de  l'ouvrage  que  Ton  veut 
effectuer  5  et,  eii  outre,  il  établit  les  ressorts  moléculaires 
dans  un  état  fixe  au  lieu  d^occasionner  des  variations  de 
tension  qui  fatiguent  à  la  longue  les  pièces  et  nuisent  à  la 
précision  de  leur  ajustement.  Or,  si  on  veut  que  les  vi*- 
tesses  de  deux  pièces  consécotive^  puissent  être  constantes, 
il  faut  évidemment  que  leur  rapport  soit  lui-même,  cou- 
stant* 

£e8  équations  précédentes  suffisent  k  détermîuer  la 
.fonme  4es  galets  de  traesmisAion  uniforme.  EUès  devâen- 
j»ept,  eu  effet,  pour  les  cylindres^ 

r±r  ==:const. ,      -7  =  coii8t., 
r 

c'est-à-dirç 

r==:const.,     r'  =  const«  r 

Comme  du  reste  r  et  r'  sont  les  rayons  vecteurs  du  profil 
de  la  section  droite,  par  rapport  aux  centres  fixes,  on  voit 
que  ces  préfîls  seronit  •circnlàîres,  et  par  suHe  les  cyKndres 
7  de  révolution.  ' 


On  aur«  dé  même  pour  Im  eènes  t 

sin  o 
^      ^  '     sinf  ' 

et  par  suite  : 

^  =  const. ,     /=  const« , 

cWtrà<H]ire  que  le^  oAnes  seront  aussi  de  révolution. 

5.  Il  peut  sembler,  au  premier  abord,  que  cette  solution 
joii  irréalisablei.  Ëa  effet»  la  conduite  d'une  courbe  par 
une  autre  tient,  ea  général,  i  ce  que  les  rayons  vecteurs 
de  celWcii  allant  90  crcâssant,  devront  déplacer  ceux  dé  la 
première  pour  s'ouvrir  un  passage,  en  raison  de  cette  pro*- 
priété  de  la  matière  qu'on  nomme  Vimpéfiétrabilifé.  Or, 
cette  raison  ne  subsiste  plus  pour  les  profils  circulaires 
dont  tous  les  rayons  sont  égaux.  Mais  on  peut  en  revanche 
en  invoquer  une  autre  appelée  Vadhérence^  en  raison  de 
laquelle  un  profil,  qui  tend  à  glisser  le  long  d'un  autre, 
Tentrainera  tant  que  ce  dernier  ne  sera  pas  maintenu  par 
une  résistance  supérieure  à  une  certaine  limite.  Cette 
limite  d'adhérence  est  proportionnelle  à  la  pression  mu- 
tuelle dea  deux  corpa,  et  on  l'appelle  ^rc^  de  frottement. 
Nous  revi^mdnms  par  la  suite  avea  détat^isur  ces  phéno- 
mènes. ^ 

n  réaulieliout  à  la  fois  de  oe  mode  d'aetion  des  rouleaux 
/fo /rîé£«on I  soit  cylindriques^  soit  coniques,  im  avantage 
et  un  inconvénient.  L'inconvénient  réside  dans  oette  limite 
de  radhérenca,  peu  élevée  «n  général,' au  delà  de  laquelle  la 
transmission  cessera  d'avoir  lieu,  ce  qUi  tend  à  écarter  ces 
organes  des  machines  de  force.  L'avantage  eonsiste  de  son 
côté  dans  cette  possibilhé  du'  giissemeM,  pour  certains 
appareils  sujets  à  des  variatioia  brusques  de  force  qui  ten- 
cbaient  à  briser  les  orf^nes  d'une  tranamissicm  obligée, 
comme  des  dents  d'engfoiiagei  tandili  qu'ils  ne  feront  que 

3. 
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déterminer  un  glissement  accidemel  deà  rouleaux  Pun  sur 
'autre. 

Ajoutons  que  M.  Mînolto  a  trouvé  le  mojen  d'atténuer 
cotisîdérablement  le  défaut  en  question,  par  l'emploi  d'une 
disposition  ingénieuse  qu'il  appelle  engrenage  à  coin. 
Elle  consiate  à  tailler  un  des  galets  en  biseau,  comme  une 
lentille,  et  l'autre  en  gorge,  como&e  une  poulie  très^refouil* 
lée.  Par  là,  en  effet,  les  galets  se  comportent  Tun  par  rap- 
port k  Tautre  comme  un  coin  dans  sa  fente.  Or  on  sait, 
sans  qu'il  soit  besoin  d'invoquer  pour  ^ela  ici  la  tbéo-^ 
rie  (375),  que  l'effet  du  coin  est  d'augmenter  considérable- 
ment la  pression  mutuelle  des  deux  corps,  et  par  suite. la 
limite  d'adbérence  en  laissant  constant  Teffort  qui  tend  à 
rapprocher  les  deux  axes. 

6.  Au  point  de  vue  du  parti  que  les  constructeurs  ont 
9U  tirer  de  l'emploi  des  rouleaux  de  friction,  on  peut  répar* 
tîr  ces  appareils  en  trois  genres  : 

Prbmieh  GEffRE.  —  Galctsfixes. 

Deuxième  GEff RE. — Galets  mobiles» 

Troisième  GENRE.  —  Galets  d^ interposition. 

Nous  appdons  galets  fixes  ceux  dont  Taxe  est  fixe.  Ils  ne 
fonctionnent  que  comme  guides  pour  le  mouvement  de  la 
pièce  placée  au  contact,  et  la  vitesse  de  leur  axe ^ est  nulle. 
J'indiquerai  comme  exemple  les  laminoirs^  formés  de  cy- 
lindres dout  le  mouvement  entraine  par  adhérence  la  barre 
de  fer  interposée. 

Les  galets  mobiles  sont  çeUx  dont  Taxe  est  porté  sur  le 
corps  mobile.  Sa  vitesse  est  égale  à  celle  de  ce  corps.  Je 
citerai  comme  exemple  les  roues  dé  amiture. 

Les  galets  d'interposition  sont  indépenddiits  à  la  fois  du 
corps  fixe  et  du  corps  mobile,  Je  citerai  commef  exemple 
les  rou/eau:r  qui  servent  aux  tailleurs  de  pierre  ou  de|char- 
pente  à  transporter  de  lourde  fardeaux. 
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La  vitesse  de  Taxe  des  galets  d^ interposition  est  la  moi* 
tiède  celle  du  corps  mobile.  Ea  effets  celui-ci  roulant  sur 
le  galet,  il  n'y  a  pas  de  vitesse  de  glissement  relative^  La 
yitojsse  absolue  du  madrier  est  dpnc  celle  du  point  le  plus 
haut  du  cercle.  Pour  la  même  raison,  celle  du  point  le  plus 
bas  est  la  mémo  que  pour  le  sol;  ce  point  a  donc  une  vi- 
tesse nulle,  et  appartient  par  suite  à  Taxe  instantané.  Or  les. 
vitesses  des  différents  poinu  sont  proportionnelles  (VIII)  à 
leurs  distances  à  cet  axe,  et  comme  la  distance  du  point  le 
plus  haut  est  le  diamètre,  tandis  que  celle  de  Taxe  de  figure 
n'est  que  le  rayon,  le  rapport  des  deux  vitesses  sera  de 
moitié. 

S  m. 

EXEMPLES. 

^.  GàLETS  FIXES.  — Suspension  de  la  machine  d^ Al^ 
v^ood.  —  Cette  machine  étant  uti  appareil  de  précision, 
il  est  nécessaire  d'éviter  le  frottement  sur  Taxe  de  rotation 
de  là  poulie,  que  Ton  suspend  pour  cela  sur  un  train  de 
galets(P/,  r,/g'.  71). 

Ce  système  ne  peut  être  employé  qufe  lorsque  l'appareil 
est  d'une  grande  légèreté.  On  s'exposerait  sans  cela  à  des 
poussées  latérales.  Il  faut,  quand  le  poids  devient  considé- 
rable, le  faire  porter  directement  sur  Taxe  de  rotation  des 
galets,  comme  dans  les  deux  exemples  suivants. 

8*  Suspension  des  cloches.  — r  Ce  dispositif  est  employé 
pour  la  grosse  çloehe  de  la  cathédrale  de  Metz.  Son  axe 
doit  être  anim4d*un  mouvement  oscillatoire,  et  il  importe 
d'en  atténuer  le  frottement  dont  l'intensité  rendrait  la  ma- 
nœuvre difficile.  A  cet  effet,  on  le  fait  porter  sur  uu  pre- 
i^icr  galet  pscillani(PZ.  Fyfig^  72),.eton  Ty  maintient  dur 
le  point  le  plus  haut  à'^^Aid^  de  deux  g^letjs  l^éraux  qui 
Tempêchent  de  chavirer.  Ceux^^ci  sÇAt  jreliés  entre  eux  par 
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une  pièce  en  V  renyersé,  qui  oscille  elle-mé|iie>  de  ma^ 
nière  que  la  descente  de  okaciine  des  joues  fasse  remonter 

r«iitre%  . 

9.  Galets  d^ alimentation,  —  Les  locomotives  sont  des 
machines  à  vapeur  montées  sur  uu  véhicule.  Leur  chau- 
dière est  alimentée  par  une  pompe  que  manœuvre  la  ma- 
chine elle-mêûie.  La  locomotive  est  donc  obligée  de  courir 
sûr  les  rails  pour  alimenter.  Afin  d'éviter  l'encombrement 
produit  par  cette  manœuvre  dans  les  grandes  gaines ^  on  a 
recours  à  un  moyen  très-simple. 

On  interrompt  en  six  points,  convenablement  espacés^ 
les  deux  rails  d'une  voie  spéciale,  et  on  les  raccorde  dans 
cet  intervalle  par  les  points  les  plus  hauts  de  six  galets 
verticaux  placés  en  contre-bas  du  soi,  La  locomotive  est 
amenée  sur  ces  six  points,  calée  par  un  léger  obstacle  et 
mise  ^1  inottremenl.  Ses  roues  tournent  eteatratâeni:  dans 
leui*  rotation  les  i^ails  cîroulairefe  sans  q^  le  véhicule  se 
déplace, 

10.  Galet  totaliseur,  —  On  eniploîe  dans  les  dytiamo- 
mètres  à  compteur  l'appareil  suivant  (PL  V^fig*  73). 

Un  plateau  A  tourne  autour  de  son  axe  avec  un.è  vi- 
tesseo).  Une  roulette  B  est  posée  sur  ce  plateau,  de  manière 
que  son  plan  soit  perpendiculaire  ^u  Jrayon  r  du  point  de 
contact,  que  le  mode  d'installation  permet  d'ailleui^s  de 
faire  varier.  Désignons  par  r'  et  w'  le  rayon  et  la  vitesse 
angulaire  de  cette  roulette,  et  e^jrt'îmotïè  <fae  les  deux 
points  en  contact  ont  la  même  vitesse,  ce  qui  est  la  condi- 
tion 4^  roulement  relatif  : 


t'  ëHattt  constant,  on  volt  par  ià  que  là  rotation  dé  1«  i>otH- 
leifte  sera  «n  raisoii  eofiiposée  de  crilë  du  pbteau  et  <k»  \^ 
di^a^ee  variable  au  mucm» 
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li.  Cône  totaliseur,  —  On  rencontre  dans  le  plaftir' 
mèire  d^Oppikofer  un  mécanisme  qui  ne  diffère  du  préeé-- 
dent  qu^en  ce  que  le  plateaa  est  yempUcé  par  un  cône 
(PL  Fjjigr  74)-  La  conteue  $e  déplacer  alors  le  long 
d'une  génératrice.  Si -£2  désigne  la  distance  variaUe  dm 
point  de  contact  au  sommet,  on  aurai 

o»rfsina  =  »'r^; 

r'  et  OL  étant  constants,  on  voit  que  la  rotation  de  la  ron« 
lette  sera  encore  en  raison  composée  de  celle  du  cône  et  de 
sa  distance  au  sommet.. 

12.  Fusée  en  tractrice.  —  Dans  le  cas  précédent,  l'extré- 
mité de  l'axe  de  ta  roulette  se  transporte  parallèlement  à  une 
génératrice  du  cône.  Si  on  veut  lui  faire  parcourir  Vaxé 
même  du  corps  tournant,  il  est  facile  d'assigner  le  profil 
que  doit  alors  prendre  celuî-cî.  Si,  en  effet,  nous  employons 
comme  roulette  iin  tronc  de  cône  infiniment  mince,  dont 
le  sommet  parcoure  Taxe  de  la  fusée,  (PA  /,  Jig,  5),  son 
apothème  formera  la  longueur  de  la  tangente  à  la  courbe 
cWfchée,  et  comme  il  est  constant,  on  voit  que  ce  profil  est 
une  tractnce  cm  développante  de  chaînette.  Ce  résultat  a  été 
indiqué  par  WilKs^  qui  le  déduit  d'une  analyse  un  peu 
compliquée. 

13*  GA2.ETS  MOBILES.  —  Boucs  à  houdin..^^Çét&  roues 
sont  employées  pour  la  circulation  des  v^agons  sur  les 
i»oîe&defer  [PL-Vj^fig.  7a). 

Les  rebords  on  boudins  sont  destinés  .à  empècbexr  le  dér 
railiem^nt^  c'est-à-dire  L'éeartement  àdr^ie  ou  à  gamekn; 
Mais  il  faut  évitet:  qu'une  cause  cpsekonque,,  telle  que  It 
pi!e89Îan  du  vènty  t^nde  à  apptiiyer  d'une  «lajÂëre  p«muH 
nente  lea  boudins  i^^tre  le  rail,  à.  clause  dia  froitoment 
nuisiUe  qui  en  Fésukevail,  On  y  okm^  par  k  conkitédos 
jantes.  A  cei/^et,  les  g^tts^  au;  Ii«iA  d'èlre  eylindô^pM»^ 
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atTecteot  la  forme  de  troncs  de  cône  dont  les  sommets  sont 
extérieurs  à  la  voie.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  que' 
lé  train  éprouve  une  tendance  à  appuyer  à  gauche,  la  rÔue 
ie  gauthe  roulera  par  une  section  plus  grapde  et  celle  de 
droite  par  une  moindre.  L* essieu  ne  pourra  donc  (^avancer 
parallèlement  à  lui-même,  et  il  se  produira  une  déviation 
vers  la  droite  qui  ramènera  le  train  dans  Taxe  de  la  voie. 

La  conicité  a  encore  une  autre  utilité  dans  les<;ourbes. 
L'effet  connu  sous  le  nom  de  force  centrifuge^  et  qu'on 
peut  concevoir  comme  une  déviation  apparente  de  la  pe- 
santeur^ oblige  alors  à  donner  à  la  voie  une  inclinaison 
transversale  pour  la  mettre  à  angle  droit  sur  cette  pesan- 
teur fictive.  Mais  comme  la  force  centrifuge  dépend  de  là 
vitesse,  et  que  celle-ci  n*est  pas  la  même  pour  tous  les 
trains,  on  ne  peut  que  prendre  une  moyenne,  et  il  reste, 
une  tendance  à  verser  en  dehors  pour  les  trains  de  grande 
vitesse,  et  .^n  dedans  pour  ceux  de  petite  vitesse* .  La  cor- 
rection de  cette  inclinaison  se  trouve  dans  la  conicilé.  En 
eflet,  pour  ne  considérer  que  les  trains  de  grande  vitesse, 
ils  tendent  à  appuyer  vers  l'extérieur,  c'est-à-dire  à  faire 
porter  la  roue  extérieure  sur  une  grande  et  la  roue  inté* 
rieure  sur  une  petite  section,  ou  à  relever  ainsi  encore  da- 
vantage Tinclinaison  de  Tessieu,  en  faisant  en  même  temps 
parcourir  le  plus  grand  des  deux  rails  par  la  plus  grande 
circonférence. 

1 4.  Système  articulé  de  Sceaux*  —  Le  système  précédent 
ne  peut  s'engager  dans  les  courbes  que  par  approximation, 
attendu  que  les  deux  essieux  d'un  même  wagon  devraient 
rester  normaux  a  la  voie,  tandis  que  la  structure  invariable 
du  x^bâssis  du  wagon  les  oblige  à  demeurer  parallèles  Tun 
À  l'autre.  M.  Amoux  a  imaginé,  pour  les  courbes  très» 
accentuées,  un  système  qui  permet  à  tous  les  essieux  de 
conserver  leur  indépendance  {PI.  V^  fig.  76).     ' 
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Les  troues  son i>  alors  folles  sur  leurs  essieu'x,  et  ceux^i 
sont  assemblés  au  cbàssis  par  des  chevilles  ouvrières.  Parla 
toutes  les  pièces  deviennent  indépendantes.  Pour  assurer, 
en  outre,  leur  direction,  on  adapte  au  premier  essieu  un 
train  de  quatre  galets- guides  qui  s'appuie  sur  les  bords 
intérieurs  des  rails,  et  oblige  cet  essieu  k  se  placer  norma- 
lement au  cercle  dé  la  voie.  Un  système  semblable  guide  le 
dernier  essieu  ]  quant  aux  axes  intermédiaires,  on  les  relie 
aux  deux  extrêmes  de  la  manière  suivante  : 

Les  deux  cbëvilles  ouvrières  d^un  même  wagon  sont 
portées  par  une  pièce  solide  qu'on  appelle  la  Jlèche^  et  les 
deux  chevilles  voisines  de  wagons  consécutifs  sont  réunies 
par  d'autres  pièces  rigides  nommées  timons.  Toutes  les 
âèches  et  tous  ies^^  timons  ont  la  même  longueur.  Leur 
système  formera  donc  un  pdiygone  régulier  capable  d'être 
inscrit  dans  une  courbe  circulaire,  si  tous  les  angles  sont 
égaux  ou  si  toutes  le^  barres  se  dévient  par  rapport  aux 
essieux  des  mêmes  quantités.  Tel  est  donc  l'effet  à  obtenir. 

Pour  cela  chaque  essieu  est  réuni. à  la  flèche  et  au  timon 
adjacents  par  quatre  tiges  qui  forment  un  losange  dans 
l'état  rectiligne,  et  qui  le  formeront  par  suite  encore  pen- 
dant la  déformation,  puisque  les  quatre  côtés  ne  cesseront 
pas  d'être  égaux.  Ces  tiges  sqnt  articulées  sur  la  flèche  et 
sur  le  timon  en  des  points  fixes^  mais  elles,  sont  assemblées 
sur  l'essieu  au  moyen  de  manchons,  qui  peuvent  y  glisser. 
Tout  le  système  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'essieu, 
qui  forme  la  diagonale  du  losange,  et  par  suite  la  flèche  et 
le  timon  feront  nécessairement  avec  lui  des  angles  égaux. 

15.  Galets  d'interposition.  —  Plaque  tournante.  — 
Pour  faire  passer  les  wagons  d'une  voie  sur  une  auif  e  qui 
la  rencontre  en  un  point,  on  les  amène  sur  une  plaque  que 
l'on  peut  faire  tourner  autour  de  ce  point  [PL  V^fig*  77). 
Pour  atténuer  son  frottement  sur  le  sol,  on  interpose  une 
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aérie  de  galels  réuni»  ensemble  par  une  couronne.  Ces 
galet5  ont  la  forme  de  cônes  assez  aigus,  dont  tous  les 
somoiaets  se  irotivent.  e».  un  même  point  de  l'axe.  Les  rails 
cirqiJaires  qui  se  trou¥ent  sur  le  sol  et  soiiâ  la  piacpie 
foroL^nt  euxr^xèmes  des  cènes  très-obtu6  qui  ont  le  même, 
sommei  et  uu  demi-angle  complémentaire,  de  celui  des 
galels.  Dans  ces.  conditions  les  différentes  sections  de&^- 
lei:»  sont  dans  la  sapport  de  leurs  distances  à  l'assb,  et  il.  en 
est  de  même  des  circonférences  du  aol  et  de  la  pla(|tte  sur 
lesquelles  ces  seciions  doivent  se  développer»,  Le  rovlement 
est,  par  suite,  possiUe  dans  tous  les  points  pav  applics^ion 
d'arcs  égaux  les  uns  sur  les  autres.» 

Un  système  tout  semblable  est  eittployé.  dans  les  ponU 
tQwnantSé  On  appelle  ain$i  des  tabliers  établis  trèfr*ba&  sor 
un  cours  d'eau,  en  raison  du  niveau  de  la  cireulatioa^ae 
VoQ  veut  menagetv  et  qui  doivent  se  déplacer  par  rotation, 
pottf  permettre  par  intervalles  le  passage  de  la  navigation.. 

16.  Collier  à  galets.  —  Lorsqu'un  arbre  vertical  doit 
traverser  les  planchers  d'une  usine,  on  en  profite  pour  y 
établir  un  guide.  Afin  d'^éviter  le  frottement,  on  interpose 
alors  entre  l'arbre  et  la  cuve  environnante  des  galets  cylin- 
driques verticaux  réunis  par  une  couronne  [PL  V^^fig*  78'). 
Celle-ci  est  elle-même  portée  sur  une  série  circulaire  de 
roulettes  qui  circulent  sur  une  bande  crrculaîre  horizontale 
et  fixe. 

Cet  organe  est  également  employé  dans  les  phares  tour* 
nants,  pour  fixer  avec  précision  la  position  du  système 
tournant  de  lentilles  a  échelons  par  rapport  à  la  lampe. 
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CHAPITRE  n. 

GALETS  DE  TRANSMISSION  VARUBLE. 


SI- 
SPIRALE  LOÛAHTTHMIQUE. 

17.  Nous  avons  reconnu  (3)  cpie  la  coodition  du  roule-* 
ment  des  deux  courbes  planes  ouspfaérîques  (^  )  qui  servent 
de  directrices  à  des  cylindres  ou  à  des  c6nes>  est  que  leur 
contact  s'effectue  constamment  sur  la  droite  des  centres  ou 
l'arc  de  grand  cercle  des  pôles  de  rotation.  Telle  sera  donc 
la  condition  à  vérifier  dans  chaque  cas. 

Une  première  solution  indiquée  par  Euler  repose  sur 
remploi  de  la  courbe  qui  traverse,  sous  un  angle  constant, 
tous  ses  rayons  vecteurs.  Cette  courbe  s'appelle  spirale  lo- 
garithmique dans  un  plan  et  loxodromie  sur  la  sphère.  Je 
me  bornerai  à  présenter  pour  la  spirale  le  raisonnement 
qui  s'applique  également  aux  deux  cas. 

iS.  Supposons  detnc  spirales  logarithmiques  égalas  et 
assujetties  à  tourner  autour  de  leurs  p61es  {PL  I,Jig.  6). 
Rien  n'empêche  de  supposer  que,  dans  une  première  posi- 
tion, elles  se  touchent  en  un  point  M  de  la  ligne  00'  des 
centres,  puisque,  par  hypothèse,  ces  courbes  font  tontes  les 


(')  C«  genre  lie  ^nMiioBa  n'oet  oirnsagéd*or4iBaî«e  qnv  |Kmr  les  oourt>Qf> 
plane».  La  forme  que  nous  lui  donnons  ici  a  Tavantaçe  de  e'étèndre,  sane 
autres  explications,  à  la  Géométrie  de  la  «phère»  cVt*-à*dire  au  cas  des  axes 
COttCOOfâAtd»  ... 
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deux  le  même  angle  avec  leur  rayon  vecteur.  Il  s^agit.sbu- 
lement  de  reconnaître  ^u'en  prenant,  à  partir  de  M,  deux 
arcs  élémentaires  égaux  MN,  WS'^  les  deux  rayons  ON,  ON^ 
auront  encore  pour  somme  OO';  alors,  en  effçt,  les  points 
N,  N'  pourront  être  amenés  à  se  confondre  sur  la  ligne  des 
centres,  et  les  spirales  seront  par  cela  seul  tangentes,  puis* 
qu'elles  font  le  même  angle  avec  tous  leurs  rayods  vec- 
teurs. 

Si,  pour  le  faire  voir,  nous  abaissons  NK,  MK'  perpen- 
diculaires sur  OM,  OiN',  les  triangles  rectangles  MNK, 
MN'K'  seront  égaux  comme  ayant  des  hypoténuses  égales 
et  un  même  angle  NMK  =  MN'K';  car  c'est  Fangle  inva- 
riable des  deux  spirales.  Dès  lors  MK=:]N'K^  c'est-à-dire 
que  l'augmentation  de  l'un  des  rayons  est  égale  à  la  dimi- 
nution de  Tau  tre. 

19.  Comme  la  spirale  logarithmique  est  une  courbe  ou- 
verte, on  ne  peut  en  employer,  pour  cette  transmission, 
qu'une  portion  limitée,  qui  s'étend  au  plus  depuis  sqn  pôle 
jusqu'au  rayon  vecteur  égal  à  la  distance  des  centres.  Il  sera 
donc  nécessaire,  pour  obtenir  la  continuité  de  la  transmis- 
sion, de  grouper  plusieurs  arcs  de  même  nature.  Pour  ob- 
tenir la  périodicité  du  mouvement,  on  disposera  leurs 
cordes  extrêmes  suivant  les  côtés  d'un  polygone  régulier 

Pour  compléter  cette  élégante  solution,  qui  a  été  pro- 
posée par  M.,  Weisabach,  je  calculerai  l'angle  de  la  spirale 
qui  correspond  au  polygone  de  n  côtés.  On  sait,  pour  cela, 
que,  si  a^  est  l'angle  constant  de  la  spirale,  elle  a  pour  équa- 
tion, eutre  les  coordonnées  polaires  r  et  9^ 

To  étant  le  rayon  extrême  à  partir  duquel  vnous  évaluons 
Tazimut  0.  Si  donc  ri  est  l'autre  rayon  extrême,  incliné  sur 
le  premier  de  la  moitié  de  l'angle  au  centre  du  polygone, 
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c'est-à-dire  de  ->  on  aura 


n 


D'ailleurs, 


r,  =  Ti  cos  -  5 


on  a  par  suite,  en  multipliant^ 


-coUnga,  ^ 

ft"  .COS-=I, 


et,  en  prenant  les  logarithmes  nëpériens 
On  tire  de  là 


-  cotanga»  -h  log.  cos-  =  o. 


tan  g  et,  = , 

/i  log.cos- 


>aleur  essentiellement  positive. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  qui  est  à  chaque  in- 
starit  le  rapport  inverse  des  rayons  vecteurs  (3),  se  déduira 
facilement  de  l'équation  de  la  courbe.  Mais  nous  n'avons 

besoin  que  de  connaître  ses  valeurs  extrêmes,  qui  seront  ~ 


et  -^*  Le  rapport  du  minimum  au  maximum  sera  donc 

(—1   ou  cos*  —  Or,  il  devrait  être  l'unité  dans  une  trans- 
mission  uniforme;  Pirrégularité  sera  donc  mesurée  (^)  par 

I— »ços*-> 
n 


{^)  On  remarquera  cette  marche  fort  siipple  que  nous  appliquerons  à 
tous  les  organes  de  transmission  variable  pour  eompater  leur  degré  d'irré* 
gularité^ 
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c'est-àrdire 

n 

On  aura  d^ailleurs  évidemment,  dans  chaque  tour  et  pour 
chaque  pièce,  n  maxima  et  n  minima  de  vitesses, 

Cette  solution  a  été  appliquée  pour  le  cas  particulier  du 
carré  dans  la  machine  à  imprimer  de  Bacon  et  Donkin. 
Nous  trouverons,  en  faisant  dans  les  formules  précédentes 

^^  fr ir.      ir     ^ 

anga  — —  ir  ""  ânôg2"~log4' 

on  en  déduit,  en  ayant  sosa  de  ne  pai  oublier  que  le  loga- 
rithme appartient  au  système  népérien, 

^  =  23«49'. 
L'irrégularité  devient  en  même  temps 

"'*'4  =  i' 

de  sorte  que  le  rapport  des  vitesse»  atteint  un  maximum 
double  de  son  minimum. 

S  H. 

SECTIONS  CONIQUES. 

20.  EUipse^-^Vue  seconde  solution  repose  sur  l'emiploi 
de  la  courbe  telle  que,  pour  chacun  de  ses  points,  la  somme 
des  distances  à  deux  foyers  fixes  reste  constante.  On  en  dé- 
duit cette  autre  propriété,  que  la  tangente  est  partout  éga- 
lement inclinée  sur  les  deux  rayons  vecteurs.  Cette  courbe 
est  appelée  dans  le  plan  ellipse,  et  sur  la  sphère  ellipse 
sphérique.  Je  me  bornerai  encore  à  présenter  pour  l'ellipse 
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^lane  la  démonstration  qui  convient  également  Mnt  deux 
«as. 

Nous  emploierons  deux  ellipses  égales  assujetties  à  lovr- 
ner  autovrr  de  leurs  foyers  F,  F',  que  Von  sépare  par  nue 
diirtance  égaSe  au  grand  axe  {PL  I,  fig»  8).  Il  derient  dis 
lorspos^iU^  de  leur  donner  uœ  position  iiiitiale  dans.JUi- 
qœlle  les  denx  gra^ads  axes  sont  dirigés  suivant  la  ligne  des 
centrés,  les  ellipses  se  touchant  par  les  sommets  A  et  AV*  le 
prends,  à  partir  de  ces  sommets,  deux  arcs  égaux 

Il  Bufffît  de  moAtrer  qu'après  le  roulement  de  œs  ;arcs  les 

deux  ellipses  se  toucheront  par  II  sur  la  ligne  des  oentreé, 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  Fîî  et  F'îî 

sera  égale  à  cette  ligne  des  centres,  et  que  Jes  deux  courbes 

feront  avec  ces  rayons  des  angles  égaux. 

On  a,  en  effet, 

Fa  =  F',  il, 

car  ce  ^&al  deux  rayons  «qui  .aboutissent  i  des  points  homo- 
logues dans  deux  ellipses  égales.  Par  suite, 

FûH-F'a 

a  la  fisèmeTaleur  que 

F;ia  +  rû, 

c'est-a-dine  le  grand  axe  ou  la  distance  desi  centres.  En  se- 
cond lieu^  on  a,  par  la  même  similitude, 

TûFxsTûF^  ; 

Jxuis  d'ailleurs^  en  raison  de  la  propriété  que  j'^i  énom^ae 

pour  Tellipse, 

TaF;=rnF'. 

Par  suite, 

ïûFs=  T'ûT".  \ 
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Ceft  angles,  étant  égaux,  peuvent  être  opposés  par  le  som- 
met, de  manière  que  les  deux  courbes  présentent  la  même 
inclinaison  sur  la  ligne  des  centres.    ' 

Le  rapport  des  vitesses  ai^ulaires,  qui  est  à  chaque  in- 
stant Tinverse  de  celui  des  rayons  vecteurs  (3),  se  déduira 
encore  facilement  de  l'équation  de  rellipsb.  Mais  nous  n'a-* 
Yons  besoin  que  de]connaltre  ses  limites,  qui  seront  évi- 
demment 

I  —  e       I  -f- tf 
— : — 5     > 


en  désignant,  suivant  l^usage,  par  e  le  rapport  de  l'excen- 
tricité au  grand  axe.  Le  rapport  du  minimum  au  maximum 
•  sera  dès  lors 

et  rirr^ularité 

On  n'aura  d'ailleurs,  dans  chaque  tour  et  pour  chaque 
pièce,  qu'un  maximum  et  un  minimum  de  vitesses. 

21  •  Hyperbole.  —  Ce  mode  de  solution  n'a  été  indiqué 
jusqu'ici  que  pour  l'ellipse.  Je  vais  montrer  qu'on  peut 
également  employer  les  deux  autres  sections  cx>niques>  et 
d'abord  Thyperbole,  c'est-à-dire  la  courbe  telle,  que  la  dif- 
férence de  ses  distances  à  deux  foyers  reste  constante. 

11  suffit,  pour  cela,  de  prendre  (PL  1,  fig.  9)  deux  hyper- 
boles égales  assujetties  autour  de  leurs  [foyers  que  l'on  éta- 
blit à  une  distance  égalée  Taxe  transverse.  On  peut  alors 
reproduire  complètement  la  démonstration  précédente;  car 
l'hyperbole  jouit,  comme  l'ellipse,  de  la  propriété  d'être 
partout  également  inclinée  sur  ses  deux  rayons  vecteurs. 

22.  Parabole.  —  On  peut  de  même  se  servir  de  deux 
paraboles  égales  (PL  t^fig^io)^  dont  Tune  est  assujettie 
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i  tourner  autour  de  son  foyer  F,  et  l'autre  k  prendre  une 
translation  recti ligne  perpendiculaire  à  son  axe  F',  A',,  le 
foyer  de  la  première  étàiit  placé  sur  la  directrice  de  cette 
dernière. 

Où.  sait,  en  effet,  que  dans  la  parabole  les  distancés  de 
chaque  point  au  foyer  et  à  la  directrice  sont  égales, 
ttF|=:ûF; 

ce  q^i  montre  q]ie  les  deux  points  réunis  en  ft  sont  homo- 
logues sur  les  deux  courbes.  Donc  les  angles  FCIT  et  F\  AT 
sont  égaux;  mais,  d'après  une  autre  propriété  de  la  para- 
bole, la  tangente  est  également  inclinée  sur  le  rayon  vec- 
teur et  sur  l'axe.  On  a  donc 

f",a.T=:,T'aK, 

et,  par  suite,  les  angles  FÎÎT  et  T'ftK  sont  susceptibles 
d'être  opposés  par  le  sommet,  de  manière  que  les  courbes 
restent  tangentes  après,  que  des  arcs  égaux  AU  et  A'.  A  ont 
passé  par  roulement. 

S III. 

PROFILS  DÉRIVÉS. 

23.  Principe  général.  —  Concevons  qu'on  ait  trouvé 
une  paire  de  courbes  roulantes  quelconques.  Menons  danis 
l'uiie  d'elles  une  série  de  rayons  vecteurs  infiniment  voisins 
et  marquons  dans  la  seconde  les  rayom  correspondants  ; 
puis,  concevons  que  l'on  rapproche  tous  ces  rayons  les  uns 
des  autres  en  réduisant  tous  leurs  angles  dans  un  rapport 
fixe  quelconque.  Les  courbes  ainsi  obtenues  fourniront 
encore  une  soli^tiou  de  la  question. 

En  effet  il  sera  possible,  comme  dans  le  premier  tracé, 
déplacer  bout  à  bout  les  rayons  correspondants,  car  ils 
n'ont  pas  changé  de  longueur.  De  plus,  si  Ton  fait  coïn-* 
cider  suctesnîrtment  les  directions  de  ces  rayons,  ce  sera 

4     ■ 
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des  deux  sous-normales  reste  constant  et  égal'  à  n.'On  peut 
dire  également  (Jue  le  rapport  des  deux  souà*tahgiérites  rleète 

constant-.et.^gal  a  -}  car  Iç  rayon  vecteur,  cjui  ne  change 

;pa9>ieii,  'est* dans  toute; cou?be  la  may^ne  g^qi^riqi^c|e 

la  ftûusHangenle  et  de  la  sous^-normale.  On  pOui:fa^ 40,9c 

id'après  cela,  et  lorsqu'on. connaîtra  la  tangente  de.  la.courl^e 

dans  l'équation  (i)y 

-[-.-/('.!] [.*;-/•<'.']  [^;f Si-aï;}  . 

ce  qui  nous  conduit  à  annuler  séparément  les  coefficients  des  diverses  puis-* 
sances  du  rapport  -j--  qui  caractérise  par  sa  première  ooui'be  le  système 
considéré.  On  obtient  ainsi  les  trois  conditions  dfsthictes  : 

■  1 


-i=..r.^^  =  const:  =  B, 


Si   nous  dÎTisons  membre -à  membre  les  deux  relations  extrêmes,   il 
viendra 

I       J^ I_^ 

*.  rfr', 

e'«it-k-dire 

(5)  |J-»/'(*.)^- 

En  dÎTisant  alors  ( 3)  «t  (  a)>  on  trouve 
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praytçsée,  cooslvuire  tràs-çimplemenl  celle  du  profil  dérivé 
et  faciliter  ainai  son  tracé  pajp*  points. 

En  second  lieu,,  les  aires-  éléi;nentair9s  du  proGl  généra- 
teur ei4u  profil  dérivé  peuvent  être  assim^éCi^  à  des  sec^ 

tearsde  cercle  d'angles  dQ  et  — •  Or  des  secteurs  qui  ont 

des  rayons  égaux  sont  entre  eux  comme  leurs  angles.,  e( 


00,  en  réduisant, 

(6) 


(AB-.)[^y'{fl.)-/'(y,)J  =  o. 


de,  _  Jr,       _  dt 

A   ~     y'(9.)~  o* 


Un  premier  moyen  de  sotutioa  consisterait  à  disposer  des  constobtes  en 

posant 

AB  — 1  =  0,    B=xi- 

Nous  aurions  alors  à  intégrer  Téquation  différentielle  parrieHe  (5) 

ce  qui  se  fera  en  posant 

6  =  const. ,     A  r,  -+-/(  ^,  )  =  const. , 
et  enfin 

,       .   ,.  <î>  =  »[Ar.H./(6»,)], 

cest#>àHUre 

ce  qai  est  inadmissible,  puisque  0  et  r  dolTent  rester  indépendants. 
Il  faut  donc  poser,  pour  satisfaire  à  l'équation  (6), 

——z=—', —  =  eonst., 

ce  qui  sera  encore  impossible,  à  moins  de  prendre 

y*'(^i)=^o,    /(!?,)  =  const.  =  C, 

car/'(^,)  ne  renferme  pas  r»  et  ne  saurait  le  faire  disparaître  du  premier 
membre. 

Mais  alors  Téquation  (4)  disparaissait  d'elU^mène,  les  deux  autres  se 
réduisent  à 

^  ( Ar. -+. C)  =  2^  (  Ar;  H- C)  =  coist.  =  D, 
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par  suite  la  première  surface  est  égale  à  n  fois  la  seconde. 
Le  rapport  des  aires  élémetitàiresi  étant  constant,  sera  en- 
core le  même  pour  les  surfaces  finies;  et  par  sufte  les  aires 
des  deux  courbes  comprises  entre  des  rayons  correspon- 


c'Mt-iMlire 

il  D  d$ 

dr,  ""  A/j-t-C'      de,' 

La  première  donne 

d*e    _ 

il  faut  donc,  pour  que  la  seconde  soit  compatible  arec  elle,  prendre 

C=*:0, 

c'est-à-dire  simplement 

(7)  '•  =  A,, 

pour  la  valeur  de  r;  et,  quant  à  celle  de  6,  en  changeant  les  lettres  qui  repré- 
sentent les  arbitraires 

de       T       dd       ^ 

et,  par  suite, 

(8)  *  =  Flogr,-i-Gô.-HH. 

Les  formules  (7)  et  (8}  font  connaître  la  transformation  la  plus  géaé.rale 
propre  à  conserver  la  propriété  des  courbes  roulantes.  Pour  en  déduire 
celle  que  noa|  avons  considérée  en  particulier9.il  suffit  ,4«,  prendre 

'   A=tr,     F=:H  =  0, 
en  laissant  G  arbitraire. 

On  peut  suivre  pour  lei  courbes  sphériques  une  analyse  toute  semblable. 
En  partant  des  formules  de  la  page  33  , 

y  +  /:r:COnst.,       _L_  =  _i_^, 

oji  arrivera  par  des  calccls  identiques  aux  suivantes  : 

de  _  D  de  _        Esiny^  r 

d<f^       »ii|(Aj>4-f..C)'     3^  "^sinCApin-c/ 

qu'on  ne  peut  rendre  compatibles  qu'en  prenant 

G  =  o,     A=r<, 
c'est-à-dire 

(9)  f=fi» 
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danis  ont  pour  rapport  inyariable  le  modale  de  conref^ 

Ordiniaireiiietit  ce  module  esi  eniâer,  la  courbe  gétiétU'- 
trice  est  fermée,  et,*  pour  compléter  le  profil  dérivé;  on  le 

Ma. 

reproduit  dans  les  n  angles  égaux  à  —  que  l'on  peut  former 

autour  d'un  point.  Dans  ces  conditions,  on  peut  dire  que 
le  profil  dérivé  a  la  même  surface  que  la  courbe  génératrice, 
quel  que  soit  le  module.  Si  donc  l'économie  de  la  matière 
méritait  d'être  prise  en  considération  pour  des  pièces  d'aussi 
peu  d'importance,  on  voit  que  la  dérivation  n'exercerait  i 
cet  égard  aucune  influence  et  qu'elle  change  la  forme  sans 
modifier  la  quantité  de  substance  employée* 

On  démontrerait  dé  la  même  manière  que  les  momenu 
d'inertie  des  deux  courbes,  pris  par  rapport  à  Taxe  de  ro» 
tation,  et  pour  des  portions  comprises  entre  des  rayons 
correspondants,  ont  pour  rapport  constant  le  module  de 
conversion,  ou  encore  que  le  moment  dlnertie  du  profil 
complet  reste  le  même  dans  les  conditions  qui  viennent 


et  en  outre 

d'où 

é$         D        de      ^ 

df,-sinf,'     dû. 

(10) 

Ô  =  b  log  taûg^  -*- E^i  4-F. 

Les  formules  (9)  et  (10)  fouriiisseot  la  transfonsation  lu  plus  géoérale 
propre  à  conserver  la  propriété  des  courbes  routantes  spbériques.  Elles 
semblent  renfermer  une  constante  arbitraire  de  moins  que  les  formules  rela* 
tires  aux  eourbes  planes  ;  mais  il  importe  de  se  souvenir  que  le  rayon  de  la 
spbère  reste  indéterminé,  ce  qui  permet  de  prendre  toutes  les  courbes  sem- 
blables entre  ellc^.  Or,  telle  était  précisément  Tinfluence  du  «coefficient  A  qui 
a  disparu  dans  le  cas  actuel . 

(*)  On  peut  dire  aussi  que,  si  le  point  décriTant  parcourt  la  courbe  pro- 
posée suivant  la  loi  des  aires,  le  point  correspondant  décrit  la  courbe  déri- 
vée suivant  la  même  loi  avec  une  vitesse  aréoUire  a  fois  moindrow  Si  donc 
une  force  centrale  fait  parcourir  la  première  ligne,  ce  sera  encore  une  force 
éentràie  qui  fera  décrire  la  tourbe  dérivée  par  le  point  correspondaht. 
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d'être  expliquées.  Comme  d^aUleurs ,  pour  des  .pordpns 
quelconques,  le  moment  d'inertie  et  la  surface  subissent  la 
jpème  réduction,  et  que  le  rayon  de  gyration  ne  dépend  que 
de  leur  rapport,  on  voit  aussi  que  ce  rayon  n'est  pas  altéré 
par  la  dérivation  pour  des  parties  correspondantes  quel- 
conques, et  en  particulier  pour  la  pièce  entière. 

,  25.  Profils  dièiiivés  des  sbgtioxs  coniques^  —  Si  l'on 
applique  ce  principe  k  la  première  solution,  ^rmée  àù 
spirales  logarithmiques,  on  retrouve  d'autres  spirales  loga*» 
rithmiques.  Mais  on  obtient  des  exemples  nouveaiix  en 
partant  des  aeclîoxis  rconi^ues* 

Prenons  pour  cela  dans  une  deroi*ëllipse  {PI.  I^Jig:  ii) 
une  série  de  rayons  vecteurs  à  la'  même  distance  les  uns 
des  autres,  et  rapprochons-les  en  les  laissant  équidistants, 

de  manière  à  lès  faire  tenir  dans  lin  angle  -  »  qui  peut  rester 

quelcopqueen  théorie,  majs  pour  lequel  il  conviendra,  dans 
l'application^  de  prendre  n  entier.  Puis  répétons  le  tracé 
ainsi  obtenu  dans  les  %n  angles  égaux  que  Ton  peut  former 
antour  d'un  point.  Nous  obtiendrons  par  là  une  courbe 
sinueuse  qui  présentera  n  saillies  et  n  rentrants. 

Le  mécanisme  sera  formé  de  deux  courbes  égales  instal- 
lées autour  de  leur$  pôles,  avec  un  espacement  égal  au  grand 
axe  de  Fellipse  génératrice.  Les  rapports  limites  et  Tîrré- 
gularîté  conserveront  la  même  expression  que  poiir  le  tracé 
elliptique  (20)  j  liais  on  aura  dans  chaque. tour,  et,  pour 
chaque  pièce,  n  naxima  et  n  minima  de  vHesses,  qui  se 
correspondront  inversement. 

Si  on  représente  par 

/{r,0)=o 

réqiiation  polaire  de  la  courbe  fédératrice  rapportée  i  son 
centre  de  rotation  et  à  Taxe  choisi  pour  TopéritUon,  l'^ua- 
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lioo  de  la  cQurbe  dérivée  sdrffévidçiniiieiic 

/(r,  n'Q)  =  0. 

Si  Ton   considère   en  particulier   les   profils  dérivés  de 
Tetlipse^  ils  auront  diaprés  cela  pâur  équàiion 


I  6'COS(lO 

On  peut,  à  l'aide  de  cette  formule,  vérifier  pour  ces 
courbes  les  propriétés  suivaptes,  dont  je  supprime,  pour 
abréger,  les  démonstrations  qui  sont  étrangères  à  notre 
sujet: 

EJles  sont  les  transformées  par  développement  des  sec* 
lionè  planes  d'un  cône  de  révolution  (^  )  ; 

Elles  sont  encore  les  trajectoires  d^un  mobile  libre  solli- 
cité par  une  force  centrale^  dont  l'intensité  est,  suivant  la 
loi  de  Clairaut,  la  sotnme  de  ^enx  termes  qni  varient  en 
raison  inverse  du  carré  et  du  cube  de  la  distance  (*)  j 

Elles  sont  enfin  les  directrices  propres  a  représenter  Ja 
loi  dés  aires  dans  le$  planétaire^  ('). 


MÉTHODE  FEULER. 

26.  Méthode  générale.  —  On  peut  formuler  une  mé- 
thode générale  pour  trouver  une  infinité  de  solutions  au 
problème  des  courbes  rôûlatftes,  soit  plaiies,  soit  spbé- 
riques;  nous  chertilievons.  pour: cela  la  courbe  conjuguée 

r- ^- . , — ■ 

(*  )  Lbrot,  Géométrie  deseriptkfe,  i834»  p.  l32. 

(')  Hjltom  ms  LK  Goiii»'iixiiBS,  Thèsâs  dç  Ihctarat,  p.  17;  cbes  ACvlIet- 
Bachelier,  1857. 

(')  W«s^l^  loin  ^140). 
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d^une  première  ligne  dodnée  arkitràirevneDt  pac  son  éqnà- 
lion  en  coordonnées  polaires  : 

Si  nous  désignons  par  r'^  6'  les  coordoùnées  de  la  seconde 
courbe,  nous  aurons,  d'après  les  formules  fondamen- 
tales (3), 

r±r'  =  ^, 

±/.'  =  A-.r  =  A-/(0),      . 
avec 

Cette  dernière  devient,  en  multipliant  ses  deux  membres 
par  le  temps  dt, 


-^/x^ 


^^a,. 


Quant  à  la  constante  arbitraire,  elle  n'introduit  aucune 
généralité,  car  elle  correspond  seulement  au  déplacement 
de  Taxe  polaire.  Il  ne  reste  plus,  après  l'intégration,  qu'à 
éliminer  le  paramètre  6  entre  les  valeurs  de  r'  et  6'. 

S'il  s'agit  de  courbes  sphériques,  on  se  donnera  la  pre«» 
mière  par  son  équation 

entre  la  colatitude  cp  et  la  longitude  d.  On  invoquera  ensuite 
les  équations  fondamentales  (  3) 

^4-<f'  =  a,    &>  sîn  7  =:  «>' sin  7% 

qui  conduiront,  ps^f  une  msurcbe  identique,  ati%  d^x  for- 
mules 

y=«-/(9), 

'-J»in[«-/(6)r®' 
entre  lesquelles  il  restera  à  éliminer  le  paramè&*e  â« 
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27.  Exemple.  —  U  serait  facile  de  retrouver  par  cette 
voie  les  solutions  que  nous  avons  déjà  étudiées  ;  mw  il 
sera  préférable  d'utiliser  cette  méthode  pour  en  déduire 
une  nouvelle  combinaison.  Nous  chercherons  pour  cela 
une  paire  de  courbes  telles,  que,  le  mouvement  de  Tune 
étant  uniforme,  la  projection  de  la  rotation  de  la  seconde 
sur  la  bgne  des  centres  9oit  elle-même  uniforme  (  ^  )., 

Cherchons  d'abord  Téquation  dé  la  première  courbe 
qu'il  faut  employer  à  cet  effet.  Si  ]iou&dés%nons  pour  cela 
par  oi>  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  irrégulière  dont  la 
projection  doit  être  uniforme,  a>R  sera  la  vitesae  à  la  dis*- 
tance  R,  et  coB.  sind  sa  composante  suivant  la  direction  fixe 
pour  le  point  qui  en  est  écarté  de  Tangle  9, 

La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  régulière  sera^  de  son 
c6té; 


r 


Comme  d'ailleurs  ces  deux  mouvements  doivent  être  uni- 
formes, leurs  vitesses  sont  proportionnelles  aux  espaces 
correspondants  2R  et  ?r,  qui  fiont  décrits  simultanément 
pour  un  demi-tour,  On  a  donc 


Telle  est  entre  r  et  d  Téquation  de  la  courbe  de  rotation 
irrégulière*  U  vient,  en  la  résolvant  par  rapport  à  r, 

ifsin^ 


r=i:  A. 


îT  sm  ô  4-  2 


(*)  Ces  profils  peuvent  servir  à  mettre  en  rapport  une  manivelle  uni- 
forme et  une  tige  dont  on  veut  aussi  rendre  le  mouvement  uniforme.  On  les 
rendrait,  à  cet  effet,  au  moyen  d'«ne  bielle,  dont  nous  négligerons  Tobli- 
quité,  et  d^aa  arbre  intermédiaire  sur  lequel  serait  installée  là  seconde 
ettte* 
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'Ado|>tÉ^nt  maintehant  celle  ëqualioii  éaiïime  '^oint'  de 
dépâri,'  il  reste  à  lui  appliquer  la  méthode  (VE'ulèrrl^ous 
aurons  pour  éela,  en  iWvoquatit  la  formule  générale, 

Ô'=  Ç^-^^dB  =  ^   rsi«fl«rô==--(i-*.cos&).     ;   ' 

Nous  avons" Vit<  q^e'lïi  valeur  de  là  cônittatitei  est  iiIcKiOTé^ 
rente.  Je  là  détermine  daiis  Téquation  pk*ecédenle  de  toa- 
irfère  que  d  et  0'  s'anniilent  ensemble.  De  ceiftèttftati9ère,  les 
dieu!x  ffxes  polaires  se  trouvent  placés  dabs  \é  jfvdténgéiïieht . 
l'un  de  r^rutrë  potir>  i&'  position  initiale'. 
•'  îSous  avon«,  en  second'lieu, 


11  /'h;:  A' — rcrAll ^r-r-- J: 

\  7tsm9-i-2/ 


Il  reste  alors  à  éliminer  9. 

,    Pour  y  arriver,  nous  tirerons  de  ces  deux  formules 


sm 


•=^C^-)v 


ce  qui  donne,  en  ajoutant  les  carréS'  et  supprimant  les 
accents, 

;  (.-î^)-;.i(^.)-=.. 

Telle  est  Téquatiot  de  la  courbe  dont  la  rotati<m  est  uni- 
forme. 

Pour  la  mettre  sous  sa  forme  définitive,  résolvons-la  par 
rapport  à  r^  il  viendra 


rz 


Nous  ne  devons  prendre  pour  le  radical  que  |e  signe  posilift 
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car  d'après  la  manière  dont  nous  avons  choisi,  dans  la  for- 
mule d'EuIer,  le  double  signe^  le  contact  a  Jîeu  entre  les 
centres,  et  par  suite  rest  moindre  que  A.  On  voit,  du  reste, 
que  cette  valeur  sera  réelle  lorsque  0  variera  de  zéro  à  ?r, 
c'est-à:dîrè  pendant  un  demi-lour,.ce  qui  suffit;  car,  pour 
le  reste  de  la  révolution,  le  mouvement  rectiligne  doit  né- 
cessairement changer  de  sens,  ce  qui  conduit  à  compléter  le 
profil  en  reproduisant  symétriquement  le  mêmQ  iracé. 

Ce  mécanisme  est  représenté  sur  \sl  Jig,  12,  PI,  7. 
La  courbe  de  rotation  irrégulière  est  formée  de  deux 
boucles,  .et  la  ligne  de  rotation  unifoirine  présente  deux 
rebroussseoi^ntsr. 

On  peut  encore  appliquer  à  cette  nouvelle  solution  le 
prinQÎpe  géiié]:;alrde  transfoma^sition  que  nous  avons  indi- 
qué.  ci^-dessus  (23).  Nous  obtiendrons  par  là  un«  série 
d'autres  combinaisons  représentées  par  les  formules 

TTsin/iO 
r  =  A  — 5 — Â-V» 
xsiD/i9  +  2 

•      •*       .     -A 

r  =  - 


I  4-  V^/I0(7r  — /lO) 

maïs  je  ne  m'arrêterai  pas  à  les  discuter  en  d<étai]. 


Gq.  étude  aéoMÉraïQtrB  des  mécànisices. 

CHAPITRE  III. 

GLISSIÈRES. 


GÉNÉRALITÉS. 

28^  Nous  compreoûiis  sous  la  dénomination  de  ^^- 
sières  les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
simple  (XXV). 

Deux  «orps  peuvent  se  toucher  par  un  point,  une  ligne 
^u  une  superfieie  finie.  Il  ne  pouvait  être  qiiesiîon  de  icc 
dernier  mode  de  contact  pour  des  «urfaocs  roulantes,  car 
nous  avons  reconnu  qu'il  était  alors  impossible  que  tous  les 
points  de  contact  ne  fussent  pas  situés  sur  une  même  ligne 
droite.  On  peut,  au  contraire,  pour  les  glissières,  le  réaliser 
sous  des  conditionsbien  déterminées,  comme  nous  allons  le 
faire  voir.  Dès  lors,  les  raisons  qui  nous  faisaient  préférer 
le  contact  par  une  ligne  à  celui  qui  s'effectue  par  un 
point  (2)  assignent  la  préférence  définitive  au  contact  par 
une  étendue  finie. 

Cela  est  d'autant  plus  important  qu'on  se  trouverait  tou- 
jours ramené  par  la  force  des  choses  à  ce  mode  de  contact. 
En  effet,  le  glissement  simple  s'efïecluant  toujours  par  le 
même  point  de  la  surface  glissante  (XXII),  l'usure  ne  lar- 
derait pas  à  former  en  cet  endroit  un  méplat,  véritable  sur- 
face finie.  Setilement  cette  facette,  fruit  du  hasard,  serait 
évidemment  placée  dans  de  mauvaises  conditions,  et  il  im- 
porte, au  contraire,  de  discuter  d'avance  la  nature  géomé- 
trique des  glissières. 

Cette  objection  perd  sa  valei^r  pour  les  organes  dont  le 
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mouvement  ef t  mixte,  car  ce  glissement  se  combine  alors 
ayec  un  roulemi^nt  qui  déplace  incessamment  le  point  de 
contact,  et  ne  permet  pas  la  formation  d'un  méplat  en  un 
endroit  déterminé.  Il  se  produit,  au  contraire,  une  usure 
générale  qui  conserve  la  continuité  du  contour  tout  en  le 
modiiiant  légèrement. 

29.  Une  surface  quelconque  peut  toujours  servir  à  mouler 
deux  corps,  l'un  en  plein,  l'autre  eh  creux,  de  manière 
qu'ils  s'emboîtent  parfaitement.  Mais  il  arrivera  ordinaire- 
ment que  ces  deux  corps  seront  dans  Timpossibilité  de  jouer 
Tun  par  rapport  à  l'autre .  Il  faut,  pour  que  ce  mouvement 
soit  possible,  avoir  égard  k  des  conditions  très-précises  que 
je  vais  indiquer. 

Supposons  trouvées  deux  surfaces  S,  S' capables  de  glisser 
Tune  sur  l'auire.  Considérolns  un  point  M  de  S.  Comme 
cette  surface  est  en  glissement  simple,  M  restera  constam- 
ment au  contact  de  S^  et  y  tracera  Une  certaine  ligne  L. 
Une  petite  étendue  de  S,  prise  autour  de  M,  pourra  donc 
s'adapter  exactement  sur  une  série  de  petites  calottes 
prises  de  même  autour  de  tous  les  points  de  L;  d^où  il  suit 
que  toutes  ces  calottes  sont  superposables  entre  elles.  Il  y  a 
donc  identité  de  la  surface  S  avec  elle-même  tout  le  long  de 
la  ligne  L,  et  par  suite  identité  de  cette  ligne  d'un  bout  ii 
l'autre. 

Or,  la  Géométrie  ne  nous  présente  que  trois  lignes  qui 
soient  superposables  à  elles-mêihes  dans  toute  leur  étendue: 
la  droite^  le  cercle,  VhéUce.  Comme  d'ailleurs  ces  lignes 
seront  tracées  par  chaque  point  de  S  tnv  la  surface  S',  il 
s'ensuit  que  cette  dernière  est  sillonnée  par  une  sérié  de 
semblables  lignes,  et  qu'on  peut  la  considérer  comme  en- 
gendrée par. elles.  On  ne  pourra  donc  employer  comme 
glissières^  que  des  surfaces  formées  par  des  droites,  des  cer- 
cles ou  des  hélices«  . 
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Nous  venons  d^^îl^urs  de  recotinaitre  que  ces  lignes 
doivent  être  les  trajectoires  de^  différents  points  du  solide 
glissant,  lenr  disposition  mutuelle  ne  peat  doneètre  laissée 
quelconque.  On  peutf  à  cet  égard,  employer  Jés  t]x)is  types 
i^uivauts  dans  lesquels  rentrent  toutes  les  pièces  de  macbines 
animées  d*un  glissement  simple. 

Première  catégorie.  —  Glissières  cylindriques. 

Seconde    catégorie.  — GUssieres  de  révolution . 

Troisième  catégorie. —  Glissières  héliçoïdah^s . 

.  30.  Glissières  .cyi:ii|driqub5.  : — Une  presnière  cat^prîe 
fjérive  de  la  Ifgne  droite.  Elle  est  formée  de  :Surf<9çes  cylin- 
driques à  base  quelconque,  polygonale,  curviligne  au  mix- 
tiligne. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouToment  relatif, 
d'une  translation  rectiligne  pairallèle  aux  génératrices. 
Gslles-ci  deviendront  en  effet,  par  ]à,  les  trâjeiBtoire3  rela- 
tives, qui  seront  des  droites  glissant  suivant  eJJes^oïèmeis; 

On  réalise  ces  surfaces  dans  la  pratique  au  moyen,  du. 
rabot  méc^ique. 

Glissières  de  RÉvoLUTioii. — Une  deuxième,  catégorie 
l^érive xlu cercle.  EHe  ea^  formée  de  ^urfaçes^de  révolution 
i  méridienne  quelconque,  polygonale,  curviligne  ou  mixti- 
ligne. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouvement  relatif, 
4' une  rotation  ai^t<Qur<le  leur  as^e  de  figure^, Les, parallèles 
deviendront  eu  effet,  par  là^l^s. trajectoires  relatives,  <Juî 
s^opt  des  cercles  glissait  suivant  eux*-mèmes. 

On  réalise  j:es  sui;l'aces  dans,  la  pratique  au  moyen  du 
tour.  '         r^.o 

tGikisnJBREs  HÉiLiçoïnALES.^  Une  troi^ème  catégorie  dé- 
rive de  rhélioe;  Elle  est -formée  de  surfaces  <  béiiçoïdales  à 
profil  quelconque,  polygonal,  curviligne  ou  mrxtiligne. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouvemeiù  relatif, 
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d'un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  leur  axe  de  figure  et 
avec  leur  pas.  Les  hélices  de  la  surface  deviendront  en 
efïet,  par  U,  les  trajectoires  relatives,  qui  seront  des  hélices 
glissant  suivant  elles-mêmes. 

On  réalise  ces  surfaces  dans  la  pratique  au  moyen  de  la 
machine  a  fileter. 

31.  Glissières  à  double  effet.  —  Il  n'est  pas  inutile  , 
de  remarquer  en  passant  un  petit  nombre  de  surfaces  qui, 
par  leur   mode  de  génération,  peuvent  être  considérées 
comme  des  glissières  à  plusieurs  points  de  vue  différents. 

En  premier  lieu  le  plan.  On  peut  l'envisager  comme  un 
cylindre  dont  la  direction  reste  indéterminée,  pourvu 
qu'elle  soit  parallèle  au  plan  lui-même.  Un  plan  pourra 
donc  glisser  sur  un  autre  dans  tous  les  sens.  C'est  pour  cette 
raison  que  npus  avons  eu  lieu  de  considérer  une  théorie  du 
mouvement  plan  (VIII).  Cette  propriété  du  plan  est  uti- 
lisée pour  le  polissage  des  glaces,  le  frottage  des  parquets, 
la  porphyrisation  des.  matières  soumises  à  l'analyse  chi- 
mique, etc. 

En  second  lieu  la  sphère.  Elle  peut  être  considérée 
comme  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  reste  indéter- 
miné, pourvu  qu'il  passe  par  le  centre.  Une  sphère  pourra 
donc  glisser  dans  une  autre  dans  tous  les  sens.  C'est  pour 
cette  raison  que  nous  avons  eu  également  à  considérer  une 
théorie  du  mouvement  sphérique  (X).  Celte  propriété  de 
la  sphère  est  utilisée  dans  la  construction  des  genoux  ou 
joints  à  la  Cugnot,  qui  servent  pour  la  suspension  d'appa- 
reils de  topographie,  pour  les  articulations  des  mannequins 
d'atelier,  etc. 

En  troisième  lieu  le  cylindre  de  réi^olution*  Il  peut  être 
considéré,  soit  comme  un^cylindï-é,  soit  comme  une  surface 
de  révolution.  Un  cylindre  de  révolution  pourra  donc 
glisser  dans  un  autre  en  exécutant  des  rotations  autour  de 
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Taxe,  et  des  translatious  parallèles  à  cet  axe  iDdépendantes 
l  es  unes  des  autres.  Pour  cette  raison ,  nous  aurions  pu  con- 
sidérer une  théorie  du  mouvement  cylindrique»  mais  elle 
aurait  formé  un  cas  particulier  du  mouvement  hélicoï- 
dal (XIII)  sans  rien  offrir  de  particulier  qui  lui  méritât 
d'être  formulée  à  part.  Cette  propriété  du  cylindre  de  révo- 
lution est  utilisée  daus  les  bouchons  de  bouteille,  dans  les 
œillets  au  travers  desquels  on  fait  passer,  pour  les  guider, 
les  tiges  de  sondage  animées  de  rotation  et  de  translation 
indépendantes,  etc. 

9S.  Il  se  présentera,  dans  la  composition  des  machines, 
deux  cas  distincts  pour  l'emploi  des  glissières,  comme,  du 
reste,  pour  celui  de  toutes  espèces  d'organes  :  on  bien  le 
mouvement  absolu  de  Tune  des  pièces  sera  le  mouvement 
relatif  nécessaire  à  la  constitution  de  l'organe,  et  que  nous 
avons  spécifié  pour  chaque  catégorie;  dès  lors  la  seconde 
se  trouvera  au  repos  (XXÏ)  et  on  aura  une  glissière- 
guide^  ou  bien  le  mouvement  absolu  de  l'une  des  pièces 
sera  différent  du  mouvement  relatif  en  question  *,  il  sera 
dès  lors  impossible  que  la  seconde  reste  au  repos  :  elle 
prendra  donc  nécessairement  un  certain  mouvement  ab- 
solu, et  on  aura  une  glissière-transmission.  Cette  distinc- 
tion s'observe  très-nettement  dans  lés  exemples  suivants. 

S  II. 

EXEMPLES. 

33.    GlISSIÈBES     CTLUKDRIQIIES.  —  GlISSIEHES-GUIDB.    

Glissière  de  locomotives. — Une  pièce  rectangulaire,  appe* 
lée  coquille,  est  prise  entre  deux  longrines  et  muniç.  de 
rebords  pour  empêcher  le  mouvement  transversal  [PL  V, 
fis*  79)*  ^^^  ^^^^  ^  guider  en  ligne  droite  la  tige  d'un 
piston* 
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34.  Botbe  à  étoupes.  —  Cet  organe,  appelé  aussi  stuffing* 
bojx  (PL  Vy  Jig.  80),  permet  un  passage  étanche  de  la  tige 
d^ttn  piston  à  travers  le  fond  d'un  cylindre  qui  renferme 
un  fluide,  différant  de  Tatmosphère  soit  par  sa  nature,  soit 
par  son  degré  de  condensation  ou  de  raréfaction. 

On  pratique  pour  cela  un  orifice  un  pçu  plus  grand  que 
la  section. de  la  tige,  pour  permettre  la  dilatation  et  les  jeux 
accidentels.  La  fermeture  est  maintenue  par  de.  Tétoupe 
imprégnée  d'huile,  corps  compressible  et  élastique. 

35.  Glissières-transmissioit.  —  Presse  de  relieur.  — 
On  serre  par  l'effet  fle  coups  violents  appliqués  sur  la  tète 
d'un  coin,  et  on  dépresse  par  un  léger  coup  sur  la  tête  du 
contre-coin  [PL  V^  fig-  81). 

36.  Glissières  »e  RiroLUTiow.  —  Glissièrés-ôuide. — 
Palier.  —  Le  palieir  sert  d'appui  aux  arrbres  Itori^otitaux 
(PL  F,  Jig.  82).  A  cet  effet,  le  tourillon  qui  fait  partie  de 
l'arbre  est  pris  entre  deux  coussinets  qui  ont  un  rayon  de 
courbure  légèrement  supérieur,  pour  éviter  que  le  touril- 
lon ne  soit  pincé  par  la  dilatation.  On  donne  également  à 
leur  contour  un  peu  moius  que  la  demi-circonférence,  pour 
qu'ils  ne  portent  pas  l'un  sur  l'autre  et  qu*on  puisse  serrer 
à  volonté  le  tourillon  à  l'aide  des  boulons.  Les  coussinets 
sont  munis  de  rebords  pour  empêcher  la  translation  paral- 
lèle à  Taxe.  Ils  sont  pris  entre  le  chapeau  et  la  semelle  du 
palier.  Celle-ci  enfin  est  boulonnée,  soit  sur  le  sol,  soit  sur 
une  console  fixée  à  un  mur  ou  k  un  plafond. 

37.  Crapaudîné,  —  La  crapaudine  sert  d'appui  au 
point  inférieur  d'un  arbre  vertical  (PL  V^  fig,  83). 
A  cet  effet  le  pivot  qui  termine  l'arbre  porte  sur  une  pièce 
i  laquelle  on  donne,  pour  des  raisons  qui  tiennent  au  frot- 
tement (366),  une  forme  convexe,  dite  en  goutte  de  saif. 
Celte  pièce  n'est  pas  à  demeure,  onl^  remplace  quand  d9e 

5. 
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est  usée.  Elle  est  reDfermée  dans  une  bolie  que  Ton  in- 
stalle avec  précision  dans  Taxe  de  Tarbre  et  à  la  hauteur 
convenable,  au  moyen  de  quatre  vis  calantes  horizontales 
et  d^nne  cinquième  verticale. 

38.  Cha^îlle-oui^nère.  —  Elle  sert  de  pivot  à  Tavant- 
train  d'une  voiture  pour  jouer  par  rapport  à  l'arrière- 
irain.  Elle  se  réduit  simplement  à  deux  couronnes  circu- 
laires qui  glissent  Tune  sur  l'autre  (365). 

39.  Collier  à  étoupes,  —  Le  collier  à  étoupes  sert  de 
guide  aux  points  intermédiaires  des  arbres  verticaux.  On 
les  installe  à  la  traversée  des  planchers.  Ils  présentent  la 
même  disposition  que  la  boite  à  étoupes  {PL  f^ffig*  8o). 
On  voit  ainsi  ce  dispositif  figurer  à  la  fois  comme  glissière 
rectiligne  ou  circulaire,  d'après  la  propriété  que  nous  avons 
reconnue  au  cylindre  de  révolution  (31). 

40.  Glissièbbs-transmission.  —  jirticulation.  —  L'ar- 
ticulation ou  lèlc-de-bielle  réunit  par  leur  extrémité  deux 
pièces  qui  doivent  fonctionner  comme  le.s  côtés  à\n  angle 
d^ouverture  variable  dont  elle  marque  le  sommet  [PL   V, 

fig,  84)  •  A  cet  effet.  Tune  de  ces  pièces  porte  un  tourillon 
et  Tautre  tout  le  reste  du  mécanisme:  en  premier  lieu,  deux 
coussinets  disposés  comme  dans  le  palier.  Us  sont  pris  dans 
une  pince  et  celle-ci  maintenue  et  pressée  contre  le  corps 
de  la  pièce  par  une  clef  et  sa  contre-clef.  On  appelle  ainsi 
deux  trapèzes  dont  les  angles  sont  égaux  et  alternes-in- 
ternes, et  par  suite  les  bords  parallèles.  Ce  parallélisme 
détermine  un  serrage  dans  le  sens  même  des  pièces,  tandis 
que  remploi  d'un  seul  trapèze  développerait  une  poussée 
oblique  à  Tune  d'elles.  Quant  au  serrage  lui-même,  il  pro- 
vient de  ce  que  la  fente  de  la  pince  est  un  peu  trop  grande 
du  côté  du  tourillon,  tandis  que  celle  de  la  pièce  laisse  de 
même  un  jeu  du  côté  opposé,  de  sorte  que  ces  deux  solides 
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éprouvent  de  la  part  des  clefs  une  tendance  à  venir  Tnn 
aa-devant  de  Tautre. 

41 .  Excentrique  circulaire  à  collier.  *—  On  y  distingue 
le  noyau  d'excentrique  qui  est  un  cylindre  assujetti  à  tour- 
ner autour  d'une  ligne  autre  que  son  axe  de  figure,  d'où 
vient  le  nom  d'excentrique,  et  la  bague  ou  collier  qui 
Tenvironiie  (Pt.  Vyfig.  85).  Celle  dernière  pièce  se  pro- 
longe par  un  appendice  appelé  bielle  d'excentrique,  et  sur 
le  rôle  duquel  nous  reviendrons  plus  tard  (160). 

42.  Glissières  hélicoïdales.  — *  Glissières-gitide.  -^ 
Écrou.  —  On  appelle  écrou  un  solide  qui  présente  en  creux 
la  forme  d'une  vis  pleine  mobile  à  son  intérieur  et  dont  il 
assure  le  mouvement  hélicoïdal.  On  en  rencontre  dans  la 
presse  à  vis,  dans  la  machine  à  fileter  et  dans  une  foule 
d'autres  circonstances. 

43.  Double  vis  des  freins.  —  Les  vis  dont  le  pas  est 
notaUe  sont  dites. rap{£^$^  parce  qu'un  moindre  nombre 
de  tours  les  fait  avancer  d'une  quantité  donnée.  Les  vis 
dtfnt  le  pas  est  faible  sont  dites  puissantes,  en  ce  qu'une 
moindre  force  appliquée  À  la  circonférence  surmonte  une 
résistance  donnée.  Les  vis  des  freins  de  chemins  de  fer  de- 
vraient réunir  ces  deux  avantages,  car  il  faut  amener  rapi- 
dement le  frein  au  contact  quand  un  danger  se  présente, 
et  lutter  énergiquement  contre  la  vitesse  du  train.  On  a 
proposé  pour  cela  Tarlifice  suivant.  ^ 

Une  vis  rapide  A  joue  k  frottement  doux  dans  un  écrou  B. 
Celui-ci  est  fileté  en  vis  lente  à  l'extérieur  et  joue  à  frotte- 
ment dur  dans  un  écrou  fixe  C.  Si  on  tourne  à  vide,ia  plus 
faible  des^deux  résistances  est  vaincue  la  première;  la  vis  a 
frottement  doux  A  joue  donc  dans  la  pièce  B,  et,  comme  elle 
est  rapide,  on  ne  perd  pas  de  temps  pour  l'approche.  Une 
fois  au  contact,  on  éprouve  une  résistance  que  la  vis  rapide 
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ne  permet  plus  de  vaincre  avec  la  puissance  qui  a  été  mise 
en  jeu  jusque-là.  Elle  n'avance  donc  plus.  En  augmen- 
tant alors  Tefiort,  on  atteint  la  limite  du  frottement  dur, 
et  la  pénétration  très-faible  que  permet  l'élasticité  des  sub- 
stances mises  en  presse  se  fait  par  Tintermédiaire  de  la 
vis  B  jouant  à  l'intérieur  de  Técrou  C,  c'est-à-dire  avec 
une  grande  énergie. 

41.  Glissières-transmission.  —  Foret  à  vU.  —  L'ou- 
vrier appuie  la  tète  de  Toutil  sur  sa  poitrine  et  la  pointe 
ou  mèche  sur  la  pièce  à  percer  [PLVIyJig.iQ),  Il  imprime 
avec  la  main  une  translation  à  l'écrou,  et  comme  le  mouve- 
ment relatif  des  deux  pièces  ne  peut  être  qu'hélicoïdal,  le 
corps  de  l'outil  prend  une  rotation  très-rapide. 

45.  Fis  différentielle  de  Prony,  —  Un  noyau  porte  à  la 
fois  deux  vis  de  même  sens  et  de  pas  très-peu  différents 
(  PL  VI,  fig.  87  ) .  L'écrou  de  l'une  est  fixe  et  l'autre  mobile. 
Pour  un  tour  la  vis  se  meut  dans  l'espace  du  pas  de  Técpou 
fixe.  EUes'avanoe d'ailleurs,  relativemenj;  à  Técrou  mobile 
et  du  même  c6tc,  du  propre  pas  de  ce  dernier,  ce  qui  veut 
dire  que  celui-ci  rétrograde  ^r  rapport  à  la  vis  d'uae  q^uaiiir 
tité  égale  à  son  pas.  Il  s'est  donc  déplacé  dans  l'espace  de  la 
différence  dçs  deux  pas,  c'^aJt^ à-dire. d'une  tnès-faible quan- 
tité. Tel  est  le  but  de  tous  les  appareils  qu'où  appelle  dif-- 
férentiels  et  dont  nous  rencontrerons  encore  dautjpes- 
exemples. 

Le  tendeur  d"* attelage  àes  wagons  présenta  la  sotêrae  dis- 
position [PL  Vly  fig.  88),  aKec  cette  différeoce  que  les 
deux  vis  sont  en  seus  contraires  et  que  les  écrous  «e  rappro- 
chent pour  un  tour  à^  la  ^mme  des  deux  pas. 
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CHAPITRE  IV. 

EXCENTRIQUES  A  RAINURE. 


§1- 

RAINURES  RECTILIGNES. 

16.  Noos  comprenons  sous  la  dénomination  d^excen- 
triques  les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
mixte;  ceux,  du  moins,  dans  lesquels  le  frottement  joue nn 
rôle  assez  faible  pour  qu'on  puisse  ne  pas  s*en  préoccuper 
et  employer  dans  une  étendue  notable  les  contours  fournis 
par  la  théorie  (XXV). 

Nous  diviserons  Tétude  des  excentriques  en  trois  sec- 
tions : 

Prei^ière  catégorie.  -^  Excentriques  à  rainure. 

Deuxième  catégorie.  —  Excentriques  à  cadre  perpen-- 
diculaire. 

Troisième  catégorie.  —  Excentriques  à  cadre  circon-- 
scrit. 

Ces  appareils,  assez  dissemblables  pour  leur  aspect  exté- 
rieur, remplissent  des  rôles  équivalents  et  ne  sont  sépares 
que  par  des  nuances  qui  ne  doivent  pas  nous  empêcher 
d'en  composer  une  même  classe. 

Excentriques  a  rainure.  —  Les  excentriques  à  rainure 
sont  des  appareils  dont  Tune  des  pièces  porte  un  point  en 
saillie  ou  bouton,  et  l'autre  une  courbe  en  creux  ou  rainure. 
Le  bouton  est  engagé  dans  la  rainure  sans  pouvoir  la  quft- 
ter.  il  ne  peut  donc  que  la  parcourir  d'un  bout  à  Pautre. 
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On  voil  par  là  que  la  trajectoire  relative  du  bouton  n'est 
autre  que  la  rainure.  Elle  devient  la  trajectoire  absolue 
dans  le  cas  particulier  où  la  pièce  à  rainure  fonctionne 
comme  guide. 

Comme  la  ligne  la  plus  simple  est  la  lifftie  droite,  nous 
établirons  un  premier  genre  pour  les  rainures  rectilignes. 

47.  Ràinvkes  rectilignes.  —  Renvoi  de  translation. 
Dans  cet  organe  (PL  Flyfig.  89)  les  deux  pièces  sont  des 
liges  animées  de  translations  dans  leur  propre  sens.  La 
transmission  est  uniforme.  En  effet,  les  portions  parcourues 
par  les  tiges  sont  toujours  interceptées  par  des  positions 
parallèles  de  la  rainure.  Elles  sont  par  suite  dans  le  rapport 
inverse  des  sinus  des  angles  que  chacune  d'elles  fait  avec 
la  rainure  *,  et  ces  angles  sont  constants. 

48.  Renvoi  de  rotation.  —-Dans  le  rabot  Withworih 
[PL  f^lfjig»  90),  les  deux  pièces  sont  animées  de  rotations 
dont  Tune,  celle  de  la  roue,  est  continue  et  uniforme,  ot 
Tautre,  celle  de  la  rainure,  alternative  et  irrégulière. 

On  voit  d*abofd  qu€  Foscillation  dans  un  sens  et  celle 
du  sens  opposé  correspondront  aux  deux  arcs  embrassés  par 
les  tangentes  issues  du  centre  de  rotation  de  la  rainure,  et 
s'effectueront  par  suite  dans  des  temps  inégaux.  Cette  irré- 
gularité rend  l'emploi  de  ce  renvoi  avantageux  dans  le  rabot 
à  simple  eâet. 

*  Les  limites  du  rapport  des  vitesses  angulaires  correspon- 
dront évidemment  aux  instants  où  la  rainure  se  trouve 
disposée  suivant  la  ligne  des  centres.  Dads  un  intervalle 
infiniment  petit,  le  bouton  parcourt  un  élément  perpen- 
diculaire à  cette  ligne,  qui  peut  être  considéré  comme  un 
arc  de  cercle  décrit  indifféremment  autour  de  chacun  des 
centres  avec  les  rayons  r  et  A±:  r,  si  r  désigne  le  rayon  de 
la  rotation  du  bouton  et  A  la  distance  des  centres^  Les  li- 
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mites  du  rapport  des  vitesses  seront  donc 

r  r 


•f 


A-J-r       A— /■ 
le  rapport  du  minimum  au  maximum 


A-hr 

et  la  diffërence  qui  le  sépare  de  Tunité,  c'est-à'-dire  Tirré- 
gularité  de  la  transmission, 

A-f-r' 

49.  Réglette  de  Nicomède.  —  Nicomède,  géomètre  de 
Tantiquité,  avait  été  conduit,  pour  résoudre  le  problème 
de  la  trisection  de  Tangle,  à  la  considération  de  la  courbe 
appelée  conchoïdcj  qui  8*engendre  en  portant  à  partir  d'une 
droite  et  sur  tous  les  rayons  menés  par  un  point  une  lon- 
gueur constante.  Il  avait  imaginé  en  même  temps  pour  la 
tracer  une  règle  à  rainure  rectiligne  figurant  le  rayon  vec- 
teur et  qu'on  faisait  tourner  autour  du  point  fixe  (PL  VI, 
Jig.  91),  tandis  qu^une  réglette  engagée  dans  la  rainure 
décrivait  par  une  de  ses  extrémités  la  droite  et  par  Tautre 
la  couchoïde. 

Une  combinaison  analogue  se  trouve  aujourd'hui  réalisée 
sur  une  grande  échelle  dans  la  machine  oscillante  de  Cat^ 
(PL  VI j  Jig'  9^)*  Le  cylindre  et  la  cage  qui  le  surmonte 
forment  la  rainure,  le  piston  et  sa  tige  jouent  le  rôle  de  la 
réglette  et  décrivent  dans  l'espace  des  conchoïdes  de  cercle. 

Ce  mécanisme  peut  servir  également  à  la  rejproduetion  à 
un  grand  nombre  d'exemplaires  d'une  ligne  quelconque 
par  le  moyen  d'une  de  ses  conchoïdes.  On  peut,  pour  cela, 
tracer  la  conchoïde  qui  sert  de  guide,  i  Taide  de  l'appareil 
lui-même,  en  transposant  pour  une  seule  fois  la  pointe  sèche 
et  la  pointe  traçante. 

On  peut  encore  la  construire  par  points  d'après  la  défi- 
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ni  lion,  et  tracer  pour  chacuti  d'eux  sa  tangente*  La  réglette 
est,  en  effet,  une  figure  plane  dont  le  mouvement  élémen- 
taire admet  un  centre  instantané  déterminé  par  Tintersec- 
tion  de  deux  normales  simultanées  (  VII|)..-  L'une  d  elles  sera 
la  normale  Mlï  de  la  courbe  proposée  (PL  J,  fig,  i4),  car 
le  point  M  est  assujetti  à  la  suivre.  Quant  à  l'autre,  ^e  sera 
la  perpendiculaire  Oli  élevée  par  le  point  fixe  sur  le  rayon 
vecteur.  En  effet,  le  point  de  la  règle  qui  se  trouve  actuel- 
lement en  O  se  déplace  pour  un  mouvement  élémentaire 
suivant  ce  rayon,  car  s'il  s'en  écartait  ce  serait  d'une  quan- 
tité que  Ton  peut  assimiler  à  un  arc  de  cercle  de  rayon  et 
d'angle  infiniment  jietîts.  Ce  déplacement  serait  donc  du 
second  ordre  ou  négligeable.  Le  centre  instantané  étant 
enll,  AN  sera  la  normale  de  la  conchoïde  décrite  par  le 
poitit  N. 

On  voit,  d'après  celât,  que  toutes  les  normales  des  con- 
cbûïdes  décrites  par  les  différents  points  du  rayon  vecteur 
passent  par  un  même  point  situé  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  pôle  sur  le  rayon  vecteur.  En  d'autres  termes, 
toutes  les  conchoïdes* d'une  même  courbe  ont  en  coordon- 
liées  polaires  la  même  sous-normale. 

50.  Réglette  de  La  Condamine.  —  Si  on  ne  trouve  pas 
parmi  toutes  les  conchoïdes  une  ligne  convenable  pourfonc- 
tionnercommeguideen  raisondessinuosités,  des  nœuds,  etc.^ 
qu'elles  présentent,  on  peut  encore  se  servir  pour  tracer  la 
courbe,  non  plus  d'un  point  du  rayon  vecteur,  m&îs  d'un 
point  extérieur  qui  lui  soit  lié  invariablement  (PL  VI ^ 
Jig.  93).  La  rainure^guide  n'est  plus  alors  la  conchoïde  de  la 
courbe  à- reproduire,  elle  en  est  la  rosette,  suivant  le  ternie 
consacré  dans  les  arts.  On  peut  encore  la  tracer  mécanique- 
ment à  l'aide  de  Tinstrument  lui-même,  en  plaçant  inver- 
sement la  pointe  traçante  à  l'extrémité  de  la  potence  et  la 
pointe  sèche  sur  la  courbe  à  reproduire.  ■ 


•EXCEHTRIQUBS   A   HAlHtmE.  j'5 

On  peut  aussi  la  construire  par  poii>fes  (PL  lyfig*  iS). 
Pour  cela,  on  mèn.era  par  le  point  ,0  uo  rayon  vecteur 
quelconque  OA,  une  droite  AB  sous  F  inclinaison  et  avec  la 
longueur  de  la  potence,  une  parallèle  BC  à  OA  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  proposée  xy^  une  parallèle  CD  à 
AB  jusqu'à  son  intersection  D  avec  OA,  enfin  une  lon- 
gueur DE  égale  à  la  réglette.  On  obtient  par  là  un  point  E 
qui  appartient  à  la  rosette,  car  il  est  évident  que  EDC  offre 
la  figure  de  la  potence,  et  que,  d'un  autre  côté,  la  réglette 
passe  par  le  point  0  en  s'appujant  sur  la  courbe  proposée 
enC. 

On  peut  encore  obtenir  la  tangente  de  cette  rosette.  En 
efiet,  le  centre  instantané  se  trouve,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit,  en  Q,  à  Tintersection  de  la  normale  Cil  à  la 
courbe  proposée  que  décrit  le  point  C  et  de  la  perpendicu- 
laire Oïl  au  rayon  vecteur.  On  aura  donc  la  normale  à  la 
rosette  pour  le  point  E  en  le  joignant  à  II. 
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51.  Les  excentriques  à  rainure  courbe  servent  ordinai- 
rement à  relier  un  corps  tournant  à  un  autre  corps  en  trans- 
lation que  nous  appellerons  la  tige,  H  peut,  dès  lors,  se 
présenter  trois  cas,  suivant  que  l'a:xe  est  perpendirolaire, 
oblique  ou  parallèle  à  la  tige.  On  dispose  alors  sur  le 
corps  tournant  un  plateau,  un  cône  ou  un  cylindre. 

Le  premier  cas  se  subdivise  en.  deux  autres,  car  on  peut 
mettre  la  rainure  sur  le  plateau  ou  sur  la  tige.  Quant  à  la 
théorie  des  rainures  coniques,  on  la  fera  rentrer  dans  la 
précédente  en  jsupposant  que  Ton  enroule  sur  le  cône  la 
cottfèe  plane  tracée  sur  le  plateau. 
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Nous  formerons,  diaprés  cela,  trois  nouveaux  genres  : 
Secozid  gehrb.  —  Plateau  ou  cône  à  rainure  {PL  VI, 

Troisième  genre.  —  Tige  à  rainure  (PL  VI,fig.  piS), 
Quatrième   genre.  —  Cylindre  à  rainure  (PL   FJj 
fiS^  97)- 

52.  Plateau  ou  cohe  a  rainure.  —  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer  la  rotaûon  uniforme,  car  il  suffit  de  con- 
sidérer la  variation  du  rapport  des  vitesses  : 

La  loi  de  la  translation 

h^f(t) 

sera  déterminée  par  la  variation  de  la  distance  du  bouton 
au  centre  du  plateau  ou  au  sommet  du  cône,  c*est-à-dire 
par  celle  du  rayon  vecteur  de  la  courbe  plane  ou  de  sa 
.  transformée  par  développement.  Nous  ferons  donc 


et  Téquation  de  la  rainure  deviendra 


■=-©• 


53.  Exemple  I.  —  Repos.  —  Si  on  veut  réaliser  des  in- 
tervalles de  repos,  on  devra  poser 

À  =  const., 

d'où 

r  =  const. 

La  rainure  est  donc  un  arc  de. cercle  concentrique  au  pla* 
teau  ou  un  parallèle  du  cône. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Les  équa- 
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lions  seront 

h  =  vty     rzn  -  0. 

6» 

La  rainure  est  donc  une  spirale  d*Archimède  (^). 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Nous  dé- 
signerons^ pour  abréger,  sous  ce  nom  un  mouvement  très- 
doux  et  fréquemm^it  employé  qui  est.  k*eprésenté  par  Vé- 

quation 

A  =  R  sio  ed)/, 

d'où  nous  déduisons 

r=RsinO. 

La  rainure  est  donc  un  cercle  qui  passe  par  le  centre  de 
rotation. 

SnL 

TIGE  A  RAINURE. 
54.  Nous  supposons  toujours  la  rotation  uniforme 

et  nous  admettrons  que  la  rainure  passe  par  lé  point  A 
(PL  ly  fig*  16),  ce  qui  ne  particularise  en  rien,  car  on 
peut  la  supposer  élevée  ou  abaissée  a  volonté  le  long  de  la 
tige.  Dans  ces  conditions,  quand  le  bouton  qui  décrit  un 
cercle  se  trouve  en  N,  si  Ton  veut  que  la  tiçe  se  soit  abais- 
sée d'une  longueur 

il  faut  porter  celle-ci  en  NM  pour  obtenir  le  point  corres- 


(')  On  a  aussi  employé  la  spirale  pour  faire  mouvoir,  non  plus  une  tige, 
mais  une  roue  dont  les  dents  s^engigent  successivement  dans  les  spires  de 
cette  rainure.  Le  pas  de  la  roue  est  ilors  égal  au  pas  constant  de  la  spirale, 
et  un  tour  entier  du  plateau  ne  fait  pasqer  qu'une  dent  de  la  roue. 
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pondant  IM  de  la  rainure  dans  la  position  initiale..  L'ordon- 
née sera  donc 

r  =  A  4-  >/K'  —  x'; 

quant  à  rabacîsse,  elle  a  pour  valeur 
x  =  Rsin9. 

En  éliminant  &,  t  et  9,  nous  obliendroff[8<Fëqttatioti<le  dette 
rainure,  . 

^  =  ^R^  —  x^  -h/  f  -  arc  sin  ^  j  ; 

Dans  cette  formule  les  fonctions  sont  bien  déterminées; 
le  radical  est  positif  et  l'arc-sintis  est  pri»  dans  le  premier 
quadrant  du  cercle  trigonométrique.  Au  delà  du  point  B  ces 
restriction»  seraient  remplacées  par  d'autres,  mais  la  partie 
ainsi  obtenue  suffit,  car  on  la  reproduit  toujours  dans  les 
quatre  angles  pour  la  symétrie  des  drux  parties  du  mouver 
ment  direct  et  du  retour. 

55.  Exemple  I.  —  Repos.  —  En  posant 

A  =  o, 

il  vient  

r  =  ^K'—xK 

lia  rainure  est  donc  un  arc  du  cercle  lui-même. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Notls  cbcd- 
sirons  pour  plus  de  simplicité  la  constante  de  manière 
qu  un  demi-tour  corresponde  à  une  translation  égale  au 
diatuètre 


__  2tfR 
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il  vient,  diaprés  cela'. 


y— 2R  .      X 

X  =r  ^R»  —  x'  H arc  sm  —• 


BxcEiiTaïQUEs  Â  mAinvmx.  J^-^ 

La  raînure  est  donc  une  courbe  en  forme  de  8  (PL  VI y 
fig.  96)  sur  laquelle  je  ne  m'arrêterai  pas,  parce  qu'elle  est 
sans  intérêt. 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Si   nous 

posons 

A=Rsinair, 

nous  en  déduirons 

j  =  ^R^--^  +  Rsin|»  f-arcsingj  L 
c'est-à-dire 


y  =  v^R'  — X»  H-  X, 

La  rainure  sera  donc  un  arc  d'ellipse.  La  portion  comprise 
dans  le  premier  quadrant  passe  à  l'origine  à  45  degrés  [PL  /, 
fig.  17)  et  retombe  verticalement  sur  Taxe  des  abscisses.  Si 
on  reproduit  cet  arc  dans  les  quatre  angles,  on  obtient  la 
figure  d^ua  8  4{oi  présente  au  premier  aspect  une  ressem- 
blance avec  la  lemniscatc  de  Beraoulli. 

Exemple  III  bis.  ^-  Second  mouvement  sinusoïdaL  — - 
SI  dans  la  sinusoïde^  courbe  serpentante  bien  connue,  on 
prend  la  portion  comprise  entre  deux  inflexions  en  passani 
par  un  sommet,  oa  obtient  réquatiom  précédente.  Si  au 
contraire  on  considère  l'arc  compris  entre  deux  sommets* 
en  passant  par  une  inflexion,  l'équation  qui  le  représente 
prend  la  forme 

A= — Rcosbi/, 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  déplacement  de 
l'origine.  Comme  cet  arc  se  compose,  de  même  que  le  pré- 
cédent, de  deux  parties  symétriques,  la. loi  de  mouvement 
qu'il  représente  peut  encore  être  convenablement  employée 
dans  les  mécanismes.  Mais  la  rainure  correspondante  est 
très-difiiérente  de  la  précédente.  II  vient,  en  effet,  en  effec- 


8o  ÉTUDE   OAOXÉTaïQUE   DBS   MÉCÀViaMES. 

tuant  la  transformation  : 

r=  v^R»  —  x'  —  Rcos    »f-arcsio|-|  j 


=  VR»— x»  — Ri/i  — 


sin'arcsin  -- 
R 


et  enfin 

X  =  o. 

La  rainure  est  donc  une  ligne  droite  perpendiculaire  àî  la 
lige  (PL  FI,fig.  98).  Ce  système  est  très-employé,  quoi- 
qu'il présente  une  certaine  dtireté. 

S  IV. 

CYLINDRE  A  RADÎURR 
56.  Nous  continuons  à  supposer  la  rotation  uniforme 

La  loi  de  la  translation 

sera  déterminée  par  la  variation  de  la  lia.uteur  du  bouton 
au-dessus  du  plan  de  la  section  droite,  cVst-à-dire  dç 
l'ordonnée  de  la  rainure.  Nous  ferons  donc 

On  a  d^ailleurs  entre  les  coordonnées  horizontales  la  rela-  ' 
tion 

Si  on  élimine  maintenant  A,  t  et  0,  on  obtient  Féquation 
de  la  rainure 


,=/(iarcUDgf) 
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qu'il  faut  joindre  à  l'équation  du  cylindre  toujours  la  même 
57.  Exemple  I.  — '  Repos.  -^  Si  nous  faisons 

A  =  COÛSt.y 

il  vieDt 

«=  CODSt.9 

équation  d'un  plan  horizontal.  La  rainure  est  donc  un  arc 
de  section  droite. 
Exemple  H.  —  Transmission  uniforme. —  Nous  posons 

h  =  vt^ 
il  vient  alors 

9  Y 

z=  -arc  tang^î 

équation  d'un  héliçoïde  à  plan  directeur.  La  rainure  est 
donc  une  hélice. 

Ce  système  a  été  appliqué  notamment  par  M.  Withworth 
à  un  rabot  mécanique  à  double  effet,  afin  d'obtenir  que 
IWtil  se  retourne  sur  lui-même  aux  extrémités  de  la  course 
pour  travailler  dans  les  deux  sens.  Dans  ce  but  on  le  munit 
d*ua  cylindre  à  rainure  hélicoïdale,  et  on  place  aux  extré- 
mités du  parcours  un  arrêt  qui  s'engage  dans  la  rainure  et 
détermine  ainsi  la  rotation  du  cylindre. 

Exemple  III.— <  Transmission  sinusoïdale. -^YsH  posant 

A  =  /7iRsinft>^y 
ou  en  déduit 

z  =  mJk  sin    6)  I  -  arc  tang  -  |     ==  iiiR  sîn  arc  lang  - 
r  . 

équation  d'un  plan  incliné.  La  rainure  est  donc  une  ellipse. 
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CHAPITRE  Y. 

EXCENTMQUES  A  CADRE. 


SI- 
EXCENTRIQUES  A  CADRE  PERPENDICULAIRE. 

58.  Loi  du  mouvement.  —  Imaginons  que  l'on  découpe 
un  plateau  suivant  sa  rainure  \  le  noyau  serar  encore  en  étal 
de  conduire  le  bouton  de  la  tige  pendant  que  ses  rayons 
yecterars  iront  en  croissant.  Mais  le  bord  externe  de  la  rafi- 
nure  n'existera  plus  pour  ramener  le  bouton,  quand  le» 
rayoBA  iront  en  déo  oissamt*  Pour  remplir  cette  lacune,  on 
disposera  de  l'autre  cÀtédu  csntre  de  rétatknti  un  second 
bonton.  relié  au  premier  par  Vintermediaire  d'un,  cadre 
dont  les  deux  cotés  pas^nt  en  arant  et  en  arrière  du  pb- 
team,^  et  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  an  sien  {Pi,  FI, 
fig.  gg)^  Dans  les  interralles  eli  question,  on  fera  agir  le 
noyau  par  rayons  croîssasits  sur  le  second  bouton  qui  ra- 
mènera le  reste  da  système.. 

Nous  voyons  par  là  que  la  catégorie  des  excentriques  à 
cadre  perpendiculaire  dérive  directement  des  excentriques 
i  rainure  \  à  tel  point  que  nous  n'avons  rien  à  modifier  aux 
formules  qui  ont  été  établies  pour  déduire  le  tracé  de  ces 
courbes  de  la  loi  de  mouvement  qu'il  s'agit  de  réaliser. 
Nous  avons  cependant  à  indiquer  quelques  restrictions  que 
la  construction  du  cadre  oblige  â  apporter  dans  les  tracés. 

59.  Méthode  géométrique.  -^  Le  plan  du  cadre  passe 
par  le  centre  de  la  came,  et  par  suite  la  sàinme  de  deux 
rayons  vecteurs  directement  opposés  est  constante  et  égale 
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au  côté'  du  cadre.  Celle  somme  est  appelée  un  diamètre , 
et  par  suite  les  excentriques  à  cadre  perpendiculaire 
doivent  av^oir  un  diamètre  constant, 

D*après  cela,  si  on  se  donne  une  moitié  du  profil,  je  veux 
dire  la  portion  située  d'un  côté  d^un  certain  diamètre  fixe, 
Fautre  pourra'  être  considérée  comme  la  conchoïde  de 
celle-ci,  et  par  suite  on  saura  eiA  construire  les  points  elles 
tangentes  (49).. 

Exemple  I.  -^  Repas.  *^  Le  tracé  à  repos  étant  un  arc 
de  cercle  conGentrîc|>ue  de  rayon  R  (53^  I)?  la  conchoïde 
sera  an  autre  arc  de  cercle  concentrique  de  rayon  ^  —  R. 
C'est  le  principe  de  Ti^xcenfrii^ud  à  ondes  qui  sert  à  pro^ 
duire  une  série  d'uuermitlences  {PL  VJ^fig,  loo). 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Le  tracé  de 
la  transmission  uniforme  étant  une  spirale  d'Archîmède 
(S3,  II),  la  conchoïde  sera  une  seconde  branche  de  la  même 
spirale  située  de  l'autre  côté  du  pôle,  car  les  rayons  vcc-* 
leurs  y  décroissent  précisément  de  quantités  égales  aux  ac- 
croissements de  ceux  qui  leur  sont  opposés,  de  sorte  que  la 
somme  reste  constante.  On  en  déduit  le  tracé  de  la  came 
en  cœur  {PL  FJj,  ^g.  9q]. 

ExEMPX^E  in.  —  Transmission  sinusoïdale,  *—  Le  iracé 
correspondant  étanlun  cercle  qui  passe  par  le  pôle  (33,111), 
la  ligne  conjuguée  sera  la  courbe  appelée  limaçon  dç 
Pascal. 

60.  On  peut  déduire  du  procédé  de  construction  des 
tangentes  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  les 
deux  portions  du  tracé  se  raccordent.  Désignons,  en  effet, 
par  AB  le  diamètre  fixe  mené  par  le  centre  O.  Nous  savons 
que  les  normales  à  deux  conchoïdes  conjuguées  (49)  se 
rencontrent  toujours  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  pôle 
sur  le  rayon  vecteur.  Si  donc  on  veut  que  la  conchoïde  et 
la  proposée  aient  les  mêmes  normales  en  A  et  B,  celles-ci 

6. 
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doivent  pouvoir  être  considérées  comme  appartenant,  Tune 
au  tracé,  et  Tautre  à  sa  conchoïde.  D'après  cela,  pour  qu^un 
profil  se  raccorde  par  les  extrémités  avec  le  profil  complé- 
mentaire, il  faut  que  ses  normales  extrêmes  ^e  rencontrent 
sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  sur  le  diamètre 
principal. 

61 .  Si  on  s'impose,  comme  c'est  le  cas  ordinaire,  la  con- 
dition que  le  mouvement  soit  composé  de  deux  portions 
symétriques,  la  même  symétrie  doit  exister  dans  le  profil, 
et,  par  suite,  on  ne  peut  plus  se  donner  que  le  quart  du 
tracé,  c'est-à-dire  la  portion  comprise  dans  un  angle  droit» 
La  symétrie  fournira  le  tracé  d'un  quadrant  adjacent,  et 
Ton  rentrera  ainsi  dans  les  conditions  précédentes.  Il  est 
évident  qu'alors  la  condition  trouvée  pour  le  raccordement 
sera  satisfaite  d'elle-même,  puisque  le  tracé  sera  symétrique 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  sur  le 
diamètre  principal.  Mais  il  faudra  en  outre  qu'il  y  ait  con* 
tinuité  entre  les  deux  premiers  quadrants,  et  pour  cela  que 
l'extrémité  du  premier  quart,  non  adjacente  au  diamètre 
principal,  ait  sa  tangente  parallèle  à  ce  diamètre. 

62.  Quand  on  aura  obtenu  une  solution  quelconque,  on 
pourra  en  déduire  une  infinité  d'aut]:;es  en  comptant  tous 
les  rayons  vecteurs,  non  plus  à  partir  du  centre,  mais  nor- 
malement à  un  cercle  quelconque.  On  aura  même  la  lati- 
tude de  les  porter,  soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'intérieur.  Par 
là,  en  effet,  les  diamètres  nouveaux  seront  formés  de  la 
somme  ou  de  la  différence  des  anciens,  et  de  ceux  du  cercle 
qui  sont  les  uns  et  les  autres  constants.  Cette  opération 
revient  évidemment  à  substituer  à  un  tracé  quelconque  ses 
conchoïdes.  Elle  aura  l'avantage  d'adoucir  les  contours  trop 
durs,  mais  en  même  temps  elle  présentera  Finconvénient 
d'augmenter  avec  les  dimensions  de  l'appareil  Timportance 
des  glissements  et  du  frottement. 
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63.  Méthode  analytique*  —  On  peul  procéder  pour 
ces  recherches  au  moyen  du  calcul,  et  assigner  le  pro6l 
conjugué  d'un  tracé  proposé 

Si,  en  effet,  A  désigne  le  côté  du  cadre,  on  aura 

et  par  suite 

r'  =  A— /(ir  — 0') 

pour  r équation  de  la  courbe  cherchée. 

Prenons  comme  exemple  la  transmission  du  mouvement 
uniforme,  dont  le  profil  est  une  spirale  d^Archimède  (53,  II) 

rz=za  4-  b9; 
nous  déterminerons  ses  constantes  par  les  conditions 

GrsTT,      rz=zrrf       a+bit  =  ny     b^z-^ ?j 

rsznzr.-i «. 

fr 

La  courbe  conjuguée  sera,  en  faisant  la  transformation  qui 
vient  d'être  indiquée, 

r'  =  (r.  +  r.)-rr.+  ^i^(,r— Ô')l- 

Si  on  effectue  les  réductions,  on  retrouve  identiquement 
la  même  équation,  et  par  suite,  comme  nous  Tavons  déjà 
reconnu,  la  spirale  d^Archimède  est  à  elle-même  sa  pro- 
pre conchoïde  (*). 

64.  Méthode  graphique.  —  On  peut  encore  substituer 


(']  Le  type  le  plus  général  des  coorbes  <|ai  sont  à  eUeft-mèmes  l«ur 
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a  cette  méthode  de  calcul  un  j^ocëdé  graphique.  Pour  le 
faire  mieux  comprendre,  je  l'expliquerai  pour  un  excen^ 
trique  particulier  proposé  par  M.  Morin;  xnais  il  sera 
facile  d'en  dégager  le  principe  général. 

Le  mouvement  uniforme  qui  est  produit  par  la  came  en 
cœur  (59,  II)  est  le  plus  -simple  de  tous;  mais  comme  il 
est  nécessairement  alternatif,  la  transmission  présentera 
des  chocs  aux  deux  points  de  raccordement.  Il  sera  préfé- 
rable, d'après  cela,  d'avoir  une  vitesse  variable  qui  s'an- 
nule aux  extrémités.  Le  mouvement  le  plus  simple  auquel 
on  puisse  recourir  pour  cela  est  le  mouvement  uniforme- 
ment  varié.  On  emploiera  donc  deux  pareils  mouvements 
se  raccordant  au  milieu  de  la  course  par  la  même  vitesse. 
L'espace  étant  proportionnel  au  carré  du  temps  ou  l'or- 
donnée au  carré  de  l'abscisse,  la  courbe  qui  représente  ce 
mouvement  en  coordonnées  rectangulaires  sera  unç  para- 
bole AB  [PLI,Jig,  i8).  On  construira  la  parabole  BC 
symétrique  par  rapport  au  point  B,  pour  représenter  la 
seconde  période  du  trajet.  Puis,  après  avoir  divisé  l'abscisse 
totale  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  et  l'espace 
angulaire  autour  d'un  centre  en  autant  de  parties,  on  por- 
tera les  ordonnées  correspondantes  suivant  les  rayons  vec- 
teurs, à  partir  du  centre  ou  d'une  cireonféreEtce  de  cercle. 
La  loi  de  mouvement  cherchée  sera  ainsi  réalisée,  et  la 
condition  des  diamètres  évidemment  remplie*,  car  la  somme 
de  deux  rayons  vecteurs  opposés  sera  la  somme  de  deux 
ordonnées  également  distantes  des  extrémités,  et  leurs  lon- 
gueurs sont  visiblement  complémentaires. 

propre  conchoîde  est  représenté  par  Téquation 

imç  \2n1t  i 

f  désignant  une  fonction  arbitraire,  mais  périodique,  qui  ait  p  pour  pé- 
riode^ m  vetfle  ««n  oulro  •lèttrnifi. 
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65.  ExcBBTAïQUBs  V1RIABLB6.  —  Toiites  ces  ffiélhodes 
fournissent  un  tracé  CBeentieHemeiit  fixe,  et  Fcn  a  parfois 
imiérfri  à  le  faire  marier.  Un  ppemier  ino]/«n,  employé  dans 
Y  excentrique  de  Saulnier,  consiste  à  disfK)ser  rHn  «onlre 
l'aiotre  deux  cixoen  triques  xéunis  par  un  boulon  [JPL  /T, 
fig.  lOf  ).  Celui-ci  les  traverse  de  parc  en  part  à  Taâde  d'ime 
raÎDure  circulaire  décrite  autour  du  centre  de  rotation,  de 
manière  qu'on  puisse  décaler  les  pièces,  les  faire  jouer 
lune  par  rapport  à  l'antre  et  les  caler fdans  une  nouvelle 
situation  relative.  De  cette  manière,  on  fait  varier  les  par- 
ties qui  débordent  Tune  sur  1  autre.  Comme  d'ailleurs  le 
cadre  sera  conduit  efiectivement  par  un  tracé  discontinu, 
formé  des  arcs  extérieurs  de  chacun  des  deux  excentriques, 
il  s'ensuit  que  le  profil  de  transmission  sera  variable. 

Un  dispositif  plus  simple,  réalisé  dans  Yexoenâtique 
Meyer  [PI.  FIT,  fig.  loa),  oonsiste  là  disposer  par  la  pen- 
sée l'un  au-dessus  de  l'autre,  comme  une  pile  de  pièces  de 
monnaie,  des  excentriques  à  ondes  (59,  I)  variant  d'une 
manière  continue.  Il  suffit  de  supposer  que  le  cadre  soit  mis 
en  regard  de  l'un  ou  d€  l'autre  pour  que  la  transmission 
varie.  Pour  plus  de  simplicité,  on  laisse  le  cadre  fixe  ett)n 
déplace  l'excentrique  dans  le  sans  de  sa  propre  tige,  ce  qui 
revifitt^  au  méiae. 

SU. 

EXCENTRIQUES  A  CADEE  CIRCONSCRIT. 

66.  Loi  nti  MOtirEarewT.  —  La  troisième  catégorie  dé- 
rive de  la  seconde,  en  supposant  simplement  que  le  plan 
du  cadre  tourne  d'un  angle  droit  de  manière  â  se  Gi>mfan- 
dre  avec  celui  de  l'excentrique.  Le  cadre  devient  alors  un 
rectangle  circonscrit  à  la  courbe  (PL  VII ^fig*  io3).  Riais 
ce  simple  changement  «Itère -pn^ndéme^t  la  théorie  de 
l'appareil. 
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La  conduite  n'a  plus  lieu,  en  effet,  en  raison  de  la  varia- 
tion du  rayon  vecteur  de  Teiccentrique^  mais  de  celle  de. la 
distance  du  centre  à  ises  diverses  tangentes,  c*estrà-dire  du 
rayon  vecteur  de  sa  podaîre  (* ). 

La  théorie  que  nous  avons  présentée  (52),  étant  appli- 
quée sans  modification,  fera  connaître   Téquation  de  la 

podaire 

r=/(0), 

et  il  restera  à  en  déduire  celle  de  Tantipodaire,  c'est-à-dire 
de  l'enveloppe  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  rayons 
vecteurs  par  leurs  extrémités.  Or,  cette  perpendiculaire 
aura  pour  équation  entre  r'et  6' 

r'cos(e'  — ô)=r, 

et  par  suite,  la  recherche  de  Tenveloppe  reviendra  à  l'éli- 
minatiou  de  0  entre  les  deux  formules  (') 

r'cos{e'-e)=/(0), 

r'sin(0'-e)=/'(e). 


(  *  )  On  appelle  ainsi  le  lieu  des  projections  d'un  point  fixe  sur  les  tang^entes 
d'une  «ourbe  proposée  qui  prend  alors  le  nom  à^antipodaire, 

(*)  Si  Ton  prend,  par  exemple,  pour  podaire  la  spirale  lo^^ariihmiqiie 
dont  la  normale  fait  avec  le  rayon  yecteur  Tanglo  oc,  que  l'on  peut  consi- 
dérer comme  compris  entre  zéro  et  le  quadrant 

les  équations  deviennent 

r '  cos  (tf' —  ô)  =  e^  **"B«» 
r'sin(ô'-.Ô)=.c^**»e«.tanga; 

en  ajoutant  les  carrés,  on  obtient 

e^tangtt 

r'  = , 

oosa 

et  en  divisant,  au  contrairei  membrci  à  membre, 

tang(d'— d)=  Minga. 
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67.  ExeUvue  I.  —  Repos.  ^  La  podaire  à  employer 
est  alors  un  cercle  concentrique  (53,  I),  et  il  eat  évident 
que  sou  antipodaire  sera  ce  cercle  lui-même.  Car  nn  cercle 
est  à  lui-même  le.  lieu  des  projections  de  son  centre  sur  les 
tangentes  (66,  note  a). 

Exemple  II*  —  Transmission  uniforme.  —  La  podaire 
est  alors  une  spirale  d*Archimède  (53,  II).  Je  dis  que'son 
antipodaire  sera  une  développante  de  cercle. 

Soit,  en  eflet,  AD  (PL  1,  fig.  19)  une  normale  à  la  dé- 
veloppante de  cercle,  tangente  par  cela  même  à  ce  cercle 
ou  perpendiculaire  i  l'extrémité  de  OD.  OD  sera  parallèle 
â  la  tangente  AP,  et  par  suite  la  projetante  OP  le  sera 
elle-même  à  AD.  La  figure  OPAD  est  donc  un  rectangle  et 
le  rayon  vecteur  OP  de  la  podaire  de  la  développante  se 
trouve  égal  à  AD.  Mais  cette  dernière  ligne  n'est  autre  que 
Tare  KD  rectifié;  elle  croit  donc  avec  lui  proportionnelle- 
ment à  Tangle  qui  sépare  sa  direction  de  celle  de  la  tan- 
gente au  point  K.  Ainsi  le  rayon  vecteur  OP  varie  propor- 
tionnellement à  son  azimut.  Il  appartient  donc  enfin  à  une 
spirale  d'Archimède. 

ÉUminaot  d'après  cela  0,  il  yient 

cosa 

Ainsi,  Vantipodaire  d'une  spirale  logarithmique  est  une  spirale  égale 
tournée  dans  son  plan  de  Tangle 

logcosa 
tanga 

H  s'ensuit  évidemment  que  la  podaire  d'une  spirale  logarithmique  est  de 
même  une  spirale  égale  tournée  dans  sop  plan  et  en  sens  inverse  de  ce 
même  angle.  La  loi  de  conduite  est  doue  la  même  pour  cette  rainure  avec  un 
ttdre  perpendiculaire  ou  avec  un  cadre  circonscrit. 

On  peut,  d'après  cela,  se  proposer  de  trouver  une  spirale  qui  soit  sa  propre 
podaire  ou  antipodaire.  il  sufl&ra,.  pour  cela,  que  la  rotation  np  la  déplace 


90  ÉTUDE   GÉOMÉmi^UE    DBS   SfÉCJlNISMES. 

Exemple  III. — Transmission  sinusoïdale.  — La  podaire 
est  alors  nn  cercle  passant  par  le  p6le  (53,111),  ou  plus 
généralement  un  limaçon  de  Pascal  qui  en  est  la  condhoïde. 
Nous  avons  vu,  en  effet  (62),  tju'une  constante  ajoutée  sur 
tous  les  rayons  agrandit  le  cadre^  mais  n*en  modifie  pas  la  ^ 
marche. 

5e  dis  que  Tantipodaine  du  limaçon  dérivé  dn  cercle  AB 
pour  le  point  A  {PL  I,  fig.  20)  est  un  cerde  docric  de  B 
comme  centre,  avec  la  lougueur  constante  pour  xay<Ni..  Si, 
en  effet,  nous  menons  un  rayon  quelconque  BM  de  oeeerde, 
la  tangente  MP  et  la  projetante  AP,  celle-<ci  se  «oonpoaera 
d^  rayon  vecteur  AN  du  cercle  primitif,  plus  la  iMNOstante 
NP  =  BM.  La  projection  P  du  point  A  sur  les  tangenftesdiu 
cercle  extérieur  appartient  donc  au  limaçon. 

pas  ou  la  ramène  dans  la  même  position.  Nous  poserons  donc 

log  cosa         , 
tanga 

Cette  équation  admet  d'abord  la  solution 

car  on  a 

/logcosa\  _o_  /-— tanggX 

V  tanga  /oc  =3*3r""ô"f  1         j 

=  ~  (sina  cosâc)  ,     =0. 

Mais,  comme  a  est  compris  dans  le  premier  quadrant,  cette  solution  n^a  de 
sens  que  pour  A  =  0  et  a  =  o.  Bile  indique  alors  que  la  spirale  dégénère 
en  un  cercle.  Et,  en  effet,  le  cercle  jouit  évidemment  de  la  propriété  énon- 
cée. Nous  en  Terrons  plus  loin  une  application  (67,  l). 
Il  ne  peut,  du  reste,  exister  d*autres  racines,  car  la  dérivée  du  premier 

membre 

log  cos  « 

sin'a 
«^  toiqonn'rèfflt)  et'poi^We  dans  le  premier  quadrant. 
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68.  Méthode  GéoMÉTRiQUE. — Le  profil  de  l'eiccentrique, 
ainsi  délerminé^n  vue  de  la  loi  de  moaTemeiit  que  Ton  veut 
réaliser,  resie  soumis  à  certaines  restrictîoiis  analogues  à 
celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  cadres  perpendica* 
laires,  et  qu'il  nous  faut  de  même  approfondir. 

On  voit,  en  effet,  que  les  côtés  du  cadre  dessinent  4ienx 
tangentes  parallèles  du  profil,  et  que  les  denx  antres  en 
marquent  la  distance.  Ces  derniers  ayant  une  longueur  in* 
variable,  il  s'ensuit  que  les  excentriques  à  cadre  cireon* 
scrît  sont  nécessairement  des  courbes  dont  les  tangentes 
parallèles  conservent  une  distance  constante. 

Si  donc  on  se  donne  une  moitié  du  contour,  l'autre  partie 
sera  Fantipodaire  de  la  conchoïde  de  la  podaîre  de  la  pro- 
posée. Ce  point  de  vue  fort  compliqué  se  simplifiera  dans 
un  instant,  mais  il  permet^  dès  à  présent,  de  construire  la 
courbe  complémentaire  comme  enveloppe  de  droites.  Nous 
pouvons  même  assigner  sur  chacune  déciles  le  point  où 
elle  touche  l'enveloppe,  et,  par  suite,  tracer  rigoureusement 
cette  ligne  par  points  et  tangentes,  suivant  le  mode  em- 
[Joyé  ordinairement  dans  les  arts  graphiques. 

En  effet,  si  nous  fixons  par  la  pensée  Texcentrique,  le 
mouvement  relatif  du  cadre  sera  celui  d'un  angledroît  {PL  /, 
Jîg,  21)  dont  un  côté  AB  passe  continuellement  par  le  cen- 
tre O,  et  dont  l'autre  AM  s'appuie  en  M  sur  Parc  proposé. 
Par  suite,  en  menant  la  normale  Mîl  et  la  perpendiculaire 
0£1,  nous  reconnaîtrons,  comme  nous  Tavons  déjà  fait  (49), 
que  A  est  le  centre  instantané  (^). 

Si  donc  nous  voulons  savoir  en  quel  point  la  droite  NB 
touche  son  enveloppe,  il  suffit  (VIU)  d'jr  projeter  noriaa- 


(*)  Remarquons  en  passant 'ce  théorème  de  Géométrie  générale  c  Si  Ton- 
Tost  meMtêa  'MmBaleen  Aà  la  p«d»im  d'«iie  oe«rbtt  qveloooque,  fl  «ttffit 
de  tirer  kJXj  e'est-à-éirs  de  peindre  le  pokrt  décrlTMit  au  milieu  K  de  la 
droite  OM,  qui  va  du  pôle  au  point  de  «ddImu 
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lement  le  centre  inslantané,  c'est-a-dire  de  prolonger  Mil 
jnsqa'à  sa  rencontre  en  N.  On  voit  par  là  que  la  corde  de 
contact  de  rcxcentriqne  et  da  cadre  reste  parallèle  aax 
côtés  transYcrsanx. 

On  peut,  d'après  cela,  se  représenter  le  profil  conjugué 
d'une  manière  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  MN  étant  la 
normale  commune  aux  deux  courbes,  et  restant  constante, 
on  voit  que  ces  lignes  sont  partout  équîdistantes  et  forment 
un  couple  de  courbes  parallèles  ou  de  développantes  d'une 
même  développée  (  ^  )  • 

69.  Exemple  I.  —  Repos.  —  Le  profil  étant  un  cercle 
concentrique  (67, 1)  de  rayon  R,  la  courbe  conjuguée  sera 
un  autre  arc  de  cercle  concentrique  de  rayon  A — R,  si  A  est 
le  côté  du  cadre. 

Exemple  H.  —  Transmission  uniforme.  —  Le  profil 
étant  une  développante  de  cercle  (67,  II),  la  ligne  conju- 
guée sera  une  courbe  ^ale,  car  toutes  les  développantes 
d'un  même  cercle  sont  identiques. 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Le  profil 
étant  un  cercle  excentrique  de  rayon  R  (67,  III),  la  ligne 
conjuguée  sera  un.  autre  arc  de  cercle  concentrique  à  celui- 
ci  et  de  rayon  A  —  R.  Cette  solution  ne  diflere  en  rien  de 
celle  du  premier  exemple,  le  profil  commun  tourne  seule- 
ment, dans  le  cas  actuel,  non  plus  autour  de  son  centre, 
mais  autour  d'un  point  excentrique. 

70.  Quant  à  la  condition  de  raccordement  aux  extrémités 
entre  un  arc  et  Tare  conjugué,  elle  se  i^uit  à  ce  que  la 
corde  extrême  soit  normale  en  ces  deux  extrémités  a  Tare 
proposé,  et  ^ale  à  la  distance  constante  des  tangentes. 

(')  Par  exemple,  le  profil  conjagué  d*aiie  spirftie  logarithmique,  d'une 
cydoide  oa  d*uDe  épicjdoide  sera  une  déreloppaiite  de  spirale  égale,  de  cy- 
doide  égale  oa  d'épicydoide  semblable. 
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Si  l'on  veut  qu'il  y  ait  symétrie  dans  la  conduite,  il  suffit 
de  se  donner  un  quart  du  profil  et  d'en  déduire  le  second 
par  la  synlétrie,  après  quoi  Ton  rentrera  dans  le  cas  précé- 
dent. Le  quart  proposé  devra,  par  suite,  avoir  ses  tangentes 
extrêmes  perpendiculaires  Fune  à  l'autre,  pour  que  la  con- 
dition précédente  soit  satisfaite  et  qu'il  y  ait  également  con- 
tinuité entre  les  deux  portions  symétriques. 

71.  Méthode  analytique.  —  Pour  procéder  par  la  voie 
analytique  dans  la  recherche  du  profil  conjugué  d*une 
courbe 

prenons  l'équation  de  sa  tangente 

T-/(*)=/'(*).(X~*), 

et  déduisons-en  celle  d'une  droite  menée  parallèlement  à 
la  distance  A, 


Y-/(x)=/'(x).(X-x)-.Av^i-h/"{*). 

Pour  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite,  il  nous   faut 
éliminer  x  entre  son  équation  et  sa  dérivée  relative  à  x, 


-./'  (x)  =r{x) .  (X  -  X)  ^r{x)  -  A 


v/î+7^ 


Nous  remarquerons  que  f"  [x]  est  facteur  commun  et  con- 
stitue une  solution  étrangère.  Si,  en  effet,  on  l'annule,  on 
obtient  un  certain  nombre  de  solutions  déterminées,  et, 
en  les  reportant  dans  l'équation  précédente,  elles  fournis- 
sent seulement  le  système  des  droites  menées  à  la  distance 
voulue,  parallèlement  aux  tangentes  des  points  d'inflexion 
du  profil  proposé.  Supprimant  donc  ce  facteur,  il  reste 
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Ou  en  lire    > 

çt  Téquation  de  Tenveloppée  devient  alors 


C'est  entre  ces  deux  relations  très-simples  qu'il  restera 
dans  chaque  cas  à  éliminer  x  pour  avoir  l'équation  du 
profil  complémentaire. 

Si  Ton  applique,  par  exemple,  cette  méthode  à  l'équation 
du  cercle,5on  trouvera^  comme  nous  l'avons  vu  (69,1), 
celle  d'un  cercle  concentrique  de  rayon  A  «:— R.  Cett«  solu- 
tion a  élé  appliquée  dans  les  machines  sous  deux  formes 
différentes  que  je  vais  indiquer. 

72.  Excentrique  circulaire  à  cadre.  —  Si  1  on  prend 
A=  aR,  l'arc  conjugué  est  le  prolongement  du  demi-cercle 
proposé,  et  l'on  obtient  un  noyau  complètement  circulaire 
installé  autour  d'un  point  quelconque  autre  que  son  centre. 
Nous  avons  vu  d'ailleurs  (67,  III)  que  le  cadre  est  alors 
animé  d'un  mouvement  sinusoïdal  dont  la  course  est  double 
de  l'excentricité. 

Excentrique  triangulaire,  —  Si  l'on  prend  A  =  R,  le 
cercle  conjugué  se  réduit  au  centre,  disposition  que  l'on 
réalise  de  la  manière  suivante  {PL  VJI,  fig.  io3).  On 
décrit  sur  chaque  côté  d'un  triangle  équilatéral  et  du  som- 
met opposé  un  arc  qui  est  dès  lors  de  6o  degrés  \  la  figure 
formée  par  ces  trois  arcs  pst  appelée  excentrique  triangw 
laire^  et  Ton  doit  la  faire  tourner  autour  de  l'un  de  ses  som- 
mets. 

Le  mouvement  est  périodique  à  chaque  tour,  chacune 
des  périodes  comprend  un  aller  et  un  retour  symétriques, 
et  chacune  de  ces  courses  simples  trois  phases  dont  deux 


excbutriques  a.  càdbb.  gS 

de  mouvement  sinusoïdal  symétriques  Tune  de  Tauire,  et 
Is  tfOMÎAuic  ée  rep(>9  ott  d'intermittence.  Nous  ayons  re- 
connu en  effet  que  l'arc  de  cercle  concentrique  est  le  profil 
de  repos  (67^  I),  et  que  Tare  de  cercle  tournant  autour 
d'un  de  ses  points  est  le  profil  de  transmission  sinusoï- 
dale (67,  m). 

Si  d'ailleurs,  pour  mettre  le  détail  du  mouvement  en  évi- 
dence, nous  considérons  l'excentrique  dans  les  trois  posi- 
tions OAB,  OBC,  OCD  (PI.  Ilyfig*  22)  5  les  deux  premières 
phases  comprendront  le  passage  de  OAB  en  OBC  et  de  OBC 
en  OCD,  et  seront  évidemment  symétriques  par  rapport  à  la 
position  moyenne.  Si  l'on  effectue  encore,  à  partir  de  OCD, 
une  rota tioD  de  60  d^rés,  Tare  CD  glissera  sur  loi-mème 
saD&  d/éplaeer  le  côté  DT  du  cadre,  et,  par  suite,  celui-ci 
resteta  imnobile  pendant  cet  intervalle* 


96  ÉTUDE    GÉOMÉTRIQUE   DBS    MÉCÀMISMES. 

CHAPITRE  VI. 

ENGRENAGES  PLANS. 

SI. 

GÉNÉRALITÉS. 

73.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  d^engre^ 
nages  les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
mixte;  ceux  du  moins  dans  lesquels  le  frottement  joue  un 
rôle  assez  important  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  restreindre 
à  une  faible  étendue,  aux  environs  des  centres  instantanés, 
le  contour  de  transmission,  en  répétant  un  grand  nombre 
de  fois  cet  organe  élémentaire,  de  manière  à  constituer  ce 
qu'on  appelle  une  roue  dentée  (XXV). 

La  théorie  géométrique  des  engrenages  a  pour  but  d* armer 
deux  axes  de  rotationde  deux  surfaces  ou  dents  capables  de 
se  conduire  Tune  l'autre  en  restant  continuellement  en 
contact,  c'est-à-dire  d! engrener.  Dans  l'industrie,  on  impose 
en  outre  la  condition  que  la  transmission  soit  uniforme, 
c'est-à-dire  le  rapport  des  vitesses  angulaires  constant. 
Mais  nous  nous  élèverons  à  une  plus  grande  généralité,  sans 
rien  sacrifier  de  la  simplicité  et  de  l'élégance  de  la  théorie, 
en  faisant  d'abord  abstraction  de  cette  restriction.  On  re- 
connaîtra bientôt  l'utilité  de  cette  extension. 

Le  mode  de  conduite  le  plus  simple  est  évidemment  le 
roulement,  et  par  suite  il  semble  qu'il  doive  suffire  de  la 
théorie  des  galets  (chap.  I  et  II).  Cependant  on  remarquera 
que  dans  les  solutions  trouvées  alors  il  existe,  pour  celui 
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des  deux  corps  qui  doit  conduire  Tautre,  des  périodes  peu* 
dant  lesquelles  Les  rayons  Yecteurs  sont  croissants,  ce  qui 
produit  en  effet  la  conduite,  mais  aussi  d'autres  intervalles 
pendant  lesquels  les  rayons  iront  en  décroissant,  et  la  trans- 
mission 9^ arrêtera,  puisqu'il  n'y  a  pas  attraction  de  la  sub- 
stance de  Tune  des  courbes  pour  celle  de  l'autre.  Cette  dif- 
ficulté, dont  je  n'ai  pas  ps^rlé  alors,  se  lèvera  en  adaptiutt 
aux  galets,  <ians  ces  intervalles,  une  denture  dont  l'engrène- 
ment  entraine  le  second  corps.  Le  tracé  de  ces  engrenages, 
pour  lequel  on  ne  donne  d'ordinaire  aucune  règle,  sera 
fourni  justement  par  la  théorie  généralisée  comme  je  viens 
de  le  dire. 

Je  commencerai  par  réduire  les  difficultés  de  la  question 
en  l'envisageant  d'abord  dans  un  plan,  et  cherchant  sim- 
plement à  armer,  detlx  centres  de  rotation  de  courbes  planes 
qui  engrènent. 

74.  Si  nous  réduisons  par  la  pensée  l'une  des  deux  dents 
au  repos  (XXI),  le  mouvement  relatif  de  l'autre  sera  un 
mouvement  plan,  et  à  ce  titre  (IX)  on  peut  le  considérer 
comme  le  roulement  de  deux  courbes  qui  sont  le  lieu  des 
centres  instantanés  dans  l'espace  absolu  et  dans  la  figure 
mobile.  Le  problème  se  transforme  donc  de  la  manière 
suivante  :  Deux  lignes,  qu'on  appelle  primitives  y  C,  C,  rou- 
lant Tune  sur  l'autre,  les  armer  dé^  deux  autres  courbes  ou 
dents  D,  D' qui  restent  continuellement  en  contact.  Dès 
lors  il  se  subdivise  en  deux  questions  distinctes.  En  pre- 
mier lieu,  trouver  des  couples  de  courbes  roulantes  :  c'^est  ' 
un  problème  déjà  résolu  (chap.  I  et  II),  et  aux  solutions 
duquel  nous  n'avons  qu'à  nous  reporter.  En  second  lieu, 
deux  courbes  primitives  étant  données,  leur  adapter  des 
couples,  de  dents.  Ce  second  problème  est  encore  indéter^ 
miné,  et,  pour  un  système  roulant  assigné  arbitrairement, 
il  existe  une  infinité  de  systèmes  glissanU.  On  peut,  pour 
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les.  lrJD|iver,  employer  deux  méthodes  paiement  générales 
que  je  vais  faire  coimaître.  La  première  est  due  à  M.  le 
général  Ponoelet. 

75.  Métbobk  n^  E9TBL0PPX5.  —  Désiguoos  par  C^  la 
cotirbe  fixe  et  par  G  la  coud»  mobile  qui  prend  le$  posi- 
tions con&ëcutÎTes  Ci  Ct  C«.***  Choisissons  arbitrairement 
une  dent  D  pour  Tadapter  à  C,  et  désignons  de.  même 
par  Di  Di  Dg .  . .  ses  positions  successives.  Concevons  Pèn-* 
veloppe  D'  dé  celte  série  de  courbes  :  ce  sera  évidemment 
la  dent  conjiiguée  qu^il  laut  ada^H^  ^  la  ronbe  C'^  car  e'eat 
une  ligne  tangente  à  D  dans  toutes  ses  positions. 

Ce  principe  semble  exiger  le  tracé  d'une  courbe  enve- 
loppe, opération  graphique  peu  satisfadsante.  On  peut, 
pour  plus  de  précision,  assigner  k  fK>int  de  contact  situé 
sur  chaque  enveloppée.  Nous  savons,  en  effel;  (VIII),  qu'il 
suffit  pour  cela  d'y  projeter  le  centre  instantané,  c'est-à- 
dire  le  ponit  de  contact  actuel  des  courbes  roulantes,  qui 
en  sont  toutes  ks  deux  lelien.  De  là  un  principe  générai 
et  fondamental  dans  la  théorie  des  engrenages  plans  :  La 
normale  commwie: /lies  dents  pusse  nécessairement  par- le 
point  de  contact  des  courbes  primitives. 

On  peut  encore  apporter  plus  de  précision  et  de  simpli*- 
ci(é  dans  le  tracé  graphwfne  en  évitant  la  reproduction  de 
la  courbe  D  dans  tantes  ses  positions  Di  D»  Ds  •  •  •  et  conr^ 
strûisant  tons  les  points  de  D'  à  l'aide  d'un  seul  tracé  D. 
Si  nous  prenons  en  effet  {PL  II y  fig.  23)  en  ÛfT  un  are 
égal  à  IHT^,  nous  aurons  en  XI'  le  point  que  le  roulement 
amène  en  flf^ ,  es  par  suite,,  en  abaissant  QJ  M  normalement 
sur  la  courbe  D^  nous  obtiendrons  QJM  dans  la  premÂèire 
position,  car  cette  droite  n'a  pas  cessé  de  faire  un.an^e  droit 
avec  la  courbe  proposée  IX  II  suffira  donc  de  mesurer  la 
longueur  de  cette  normale  ct  l'angle  qu  elle  fait  avec  la 
ligne:  C  en^  il'  pour  la  reporter  sous  oeite  inctinaisoflL  et 


aveè  celicJ  longoeor  eu  ft',  M,-  On  attra  ainsi  le pcrint  M^ , 
et  £a  tangetite  s'obtiendra  en  ëlevaitl  une  per^nâiculaire 

On  abrégera  encore  en  optant  de  )a  manière  sirivante. 
On  prendra  s«r  C  une  série  de  points  que  l'on  report^a 
sur  C  en  y  planant  des  ares  égaux.  De  chacun  d'eux  on 
essayera  une  ouvertarede  con^s^  en  la  rétrécissant  jusqu'à 
ce  qae  le  ceiK^le  décrit  cess^  de  èonper  la  courbe  pour  la  tou-* 
cher*  La  droite  qui  joindrait  le  centre  au  point  de  contact 
sera  la  normale  de  cette  ligne,  comme  étant  celle  du  cercle 
tangent.  On  reportera  alors  la  pointe  du  compas,  sans 
changer  son,  ouverttire,  au  point  correspondatit  de  C  et  on 
décrira  un  arc  de  cercle.  Il  contiendra  le  point  Mi ,  comme 
ayant  pour  rayon  ^\  Mi ,  et  sera  tangent  a  D',  puisque  la 
Qoi^nale  de  cette  couAe  est  un  de  ses  propres  rayons.  Cette 
courbe,  étant  tangente  à  tous  les  arcs  de  cercle  ainsi  décrits, 
pourra  être  tracée  comme  leur  enveloppe.  On  étitera  ainsi 
l'emploi  peu  satisffai^nt  dtt  rapporteur  pour  la  reproduc-* 
taon  d'ajtgles  nothbre&x. 

76.  Méthode  des  TibtitiîTTES.  -^  Prenons,  outre  les 
courbes  primitives  C,  C,  une  troisième  ligne  arbitraire  A 
et  faisoiM-la  rouler  stnr  C  pendant  que  C  roule  sur  C ,  de 
manière  que  les  trois  courbes  restent  continuellement  tan- 
gentes. Au  mêmepoîilt  il  yauT'a,  par' cela  même,  roule- 
ment de  A  sur  C,  puisïjue  ce  mode  de  mouvement  revient  a 
l'application  d'arcs  égaux  les  uns  sur  les  autres.  Un  point 
quelconque  M,  pris  sur  la  circonférence  de  A  ou  plus  géné- 
ralement daiïs  son  plan,  décrira  une  trajectoire  DMans 
l'espace  absolu  f  il  en  parcourra  une  autre  D  daiis  le  rou* 
lement  relatif  à  la  courbe  C,  J:rajectoire  que  l'on  se  figurera 
plus  facilement  en  fixant  par  la  pensée  la  ligne  C  pour  y 
faire  rouler  A.  Je  dis  que  D  et  D' fournissent  une  paire  de 
dents. 
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En  effet  ces  courbes  se  rencontrent,  puisquec^est  le  même 
point  qni  les  décrit  toutes  deux  9  et  elles  sont  tangentes 
comme  ayant  même  normale  :  car  la  normale  h  la  trajectoire 
d'un  point  d'une  coorbe  roulante  s'obtient  (VIII)  en  joi- 
gnant le  point  décrivant  au  point  d^  contact  des  courbes 
proposées,  qui  est  le  centre  instantané  (XXII),  et  ce  point 
de  contact  est  le  même  pour  les  deux  ïnodcs  de  généra-» 
tion.  Nous  vérifions  ainsi  de  nouveali  que  la  nornuile 
commune  des  dents  passe  par  le  point  de  contact  des  lignes 
primitives. 

77,  Cette  méthode  est  plus  simple  que  la  précédente, 
mais  moins  directe,  en  ce  que  le  choix  arbitraire  porte  sur 
une  courbe  auxiliaire  A  et  non  sur  l'une  des  dents  que  Ton 
veut  employer.  On  peut  montrer,  du  reste,  d'après  une 
rémarque  de  M.  Airy,  qu'elle  a  exactement  la  même  portée 
que  la  première,  c'est-à-dire  qu'on  peut  toujours  trouver 
une  courbe  A  telle,  qu'en  la  faisant  Aouler  sur  une. ligne 
donnée  C,  un  de  ses  points  engendre  une  autre  ligne 
donnée  D. 

Prenpns,  en  effet,  le  point  M  mobile  de  la  ,courbe  in* 
connue  A  comme  centre  d*un  système  de  coordonnées  po- 
laires^ la  droite  qui  va  de  ce  pôle  M  au  point  quelconque  Q» 
de  A  est  la  normale  de  D  comptée  jusqu'à  C.  D'aprè$  cela, 
puisque  C  et  D  sont  données,  on  peut  considérer  comme 
déterminé  pour  chacune  de  ces  normales  r  l'angle  qu'elle 
fait  avec  la  courte  C,  ou,  si  l'on  veut^  la  tangente  trigono- 
métrique  de  cet  angle  sous  la  forme/(/').  Mais  la,  ligne  A, 
étant  tangente  à  C,  fait  le  même  angle  qu'elle  avec  lé  rayoa 

,  rrfe 

vecteur,  et  a  ce  titre  cette  tangente  a  pour  valeur   -^• 

On  aura  par  suite,  pour  la  courbe  inconnue  A  : 
rdB 
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doù  son  équation  ânie 


,=,fm. 


On  trouvera  donc  toujours  une  courbe  A  remplissant  la 
condition  voulue,  sous  Ja  seule  réserve  que  les  normales 
de  D  rencontrent  C. 

78.  Exemple  I.  —  Cherchons  une  courbe  qui ,  en  rou* 
lant  sur  une  droite,  engendre  une  autre  droite. 

L^angle  que  la  normale  de  D  fait  avec  C  sera  alors  con* 
stant ,  et  nous  poserons 

il  vient,  en  intégrant, 

m.9  =  logr — logC, 

équation  d'une  spirale  logarithmique. 

Exemple  IL  —  Cherchons  de  même  une  courbe  qui,  en 
roulant  sur  un  cercle,  engendre  la  développante  d*un  cercle 
concentrique  intérieur. 

La  normale  de  cette  développante  fait  encore  un  angle 
constant  avec  le  cercle  extérieur.  Le  calcul  que  nous  venons 
de  faire  s'appliquera  donc  de  même,  et  on  retrouvera  une 
spirale  logarithmique.  Le  problème  précédent  n'est  qu'un 
cas  limite,  vers  lequel  on  tend  en  augmentant  indéfinimeiU 
les  rayons  des  cercles. 

SU- 

EXEMPLES. 

79.  Je  choisirai,  pour  montrer  des  exemples  définilifa 
delà  théorie  précédente,  les  appareils  etnplo^^s  dans  Tin 
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dustric.  Ou  s'y  assujettit  toujours  à-oonaeryer  ua  rapport 
constant  de  vitesse.  Nous  avons  vu  qu'alors  (4)  le  système 
correspondant  de  galets  est  formé  de  deux  cercles  qu'on 
appelle  cercles  pnmitifs^  et  qui  peuvent  être  extérieurs  ou 
intérieurs. 

Engrenage  à  lanterne  (*).  —  La  dent  mobile  D  est  uu 
cercle  ou  fuseau  dont  le  centre  se  trouve  sur  la  circon- 
férence primitive  C  {PL  VH,fig.  io4).  Ce  point  décrit 
ainsi  une  épicyeloïde.  Or,  quelle  que  soit  la  roiïte  que  par*- 
omrt  le  centre  d'un  cercle,  on  sait  que  son  enveloppe  est 
une  courbe  parallèle,  c'est-à-dire  une  autre  développante 
de  la  même  développée  (*).  Comme  d'ailleurs  la  déve- 
loppée d'une  épicycloïde  est  elle-même  une  épicycloïde,  il 
s'ensuit  que  la  dent  conjuguée  D'  ou  Valluchon  est  une 
développante  d'épîcycloïde.  Mais  comme  cette  courbe  pré-^ 
sente  un  rebroussement  sur  la  ligne  dès  centres,  on  ne 
peut  employer  que  l'une  de  ses  branches,  et  de  cette  ma- 
nière la  conduite  n'a  Heu  que  d'un  côté  de  la  ligne  des 
centres. 

80.  Engrenage  à  déi^eloppantes.  —  La  dent  mobile  est 
«nie  diévelpf^Mnte  D  d'un  cercle  Ci  intérieur  et  eoncen— 
Irique  à  C.  Nous  avons-  trouvé  (78)  que  la  roulette  auxi- 
liaire A  têt  ttiie  spirale  logarithoiâque  qui  décrit  par-  son 
p6l^  cetle  dével€>ppante  quand  on  la  fait  vonler  sur  C. 
D^apirès  cela,  la  dent  conjuguée  D',  qui  s'obtient  (76)  en 
faisant  rouler  cette  même  spirale  sur  C,  sera  pou*  la  même 
raison  la  développante  d'un  cercle  C,  intérieur  et  concen- 
trique à  Cl.  11  n'y  aura  d'ailleurs  aucun  point  singulier 


.  (*)  Je  me  borne  ici  à  ce  qui  «ai  B/écenaire  pour  faire  comprendre  les 
exemples.  J'ai  donné,  dans  mon  Traité  théorique  et  pratique  des  Engrenages, 
des  détails  très-circonstanciés  qui  dépasseraient  ici  Iqs  li^itea  du  cjidr^  dont 
Je  dois  eons^rrep  les  proportions. 


sur  U4igae  des  centres,  et  la  condirite  «ara  Uea  àe  part  et 
d'autre. 

Ou  remarquera  que  toutes  les  roues  à  développantes 
peuvent  eogrener  ensemble,  car  le  rayon  de  Tune  ne  déter- 
mine eu  aucunq  façon  celui  de  l'autre,  comme  cela  avait 
lieu  par  exemple  dans  Tengrenage  à  lanterne.  C'est  im 
avantage  qui  mérite  d'être  remarqué,  car  si  une  des  roues 
vient  à  se  briser,  T autre  reste  en  état  de  servir*  En  outre, 
s'il  est  nécessaire  que  les  roues  puissent  s'écarter  ou  se 
rapprocher,  comme  dans  les  laminoirs,  la  amduile  ii'ea  a 
pas  moins  lieu.  Il  suffit  simplement  de  changer,  par  la 
pensée,  de  cercles  primitifs.  Enfin  une  roue  peut  en  <xm- 
duire  à  la  fois  plusieurs  autres  dissemblables,  si  cela  devient 
nécessaire,. dans  un  cas  donné» 

On  remarquera  encore  qu'une  usure  constante  ne  aM- 
difie  pas  le  profil  des  dents.  Elle  le  remplace  en  effet  par 
une  courbe  paraUèleou  uneseoonde  développante  decercit  ; 
et  toutes  les  développanDes  d'un  même  cercle  sont  iden- 
tiques. 

81.  Engrenage  à  épîcycloldes.  —  La  roulette  au:d- 
liaire*  A  est  un.  cercle  quelconque,  et  le  point  décrivant  M 
est  pris  sur  sa  circonférence.  H  s'ensuit  que  les  dents  D,  D' 
sont  les  épicydoïdes  engendrées  par  le  roulement  de  A  sur 
C  et  C^ 

Engrenage  à  flancs.  —  On  simplifie  le  système  en 
supposant  que  le  diamètre  de  A  soit  le  rayon  du  cercle  C, 
auquel  il  est  intérieur.  Dans  ces  conditions,  l'épicycIoïdeD, 
engendiée  par  Je  roulement  de  A  à  l'intérieur  de  C,  dégé- 
nère en  un  diamètre  de  cecerete  que  Ton  appelle  Xeflanè, 
En  effet  [PL  Il^fig*  24),  les  arcs  niîï  et  H^IVI,  sont  alors 
égaux  comme  mesurant  un  même  angle  12,0X1,.  qui  «st 
angle  au  centre  du  cercle  de  rayon  double  et  angle  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  moitié.  Donc  M  est  la  position  de  fl, 
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•après  un  roulement  effectué  sur  l'arc  QSlj  et  par  suite  ce 
point  ne  quitte  pas  le  diamètre  OO  ('). 

Engrenage  à  flancs  réciproque.  —  Lorscjne  le  contact 
arrive  sur  la  ligne  des  centres,  il  atteint  le  rebroussement 
de  Pëpicycloïde  et  géométriquement  il  doit  passer  «ur  la 
branche  suivante  ;  mais  comme  celle^l  ne  saurait,  exister 
matériellement  en  même  temps  que  la  première,  le  contact 
cesse,  de  sorte  que  la  conduite  n'a  Heu  quç  d'un  côté  de  la 
ligne  des  centres.  Pour  obvier  à  cet  inconvéfiient,  on 
double  Tappareil  (PL  Ilyjig,  a5)  en  imaginant  un  cercle  Â', 
moitié  de  C,  qui  remplisse  les  mêmes  fonctions  que  A  par 
rapport  à  C  Par  là  chaque  dent  se  trouve  formée  d'un 
flanc  et  d'une  épicjcloïde. 

On  s'assurera  facilement  [PL  Il^fig:  26)  que  cette  com- 
binaison ne  saurait  être  réalisée  avec  des  cercles  primitifs 
intérieurs,  car  l'une  des  épicycloïdes,  au  lieu  d'être  en  pro- 
longement du  0anc  correspondant,  formerait  avec  lui  un 
rebroussement  inipossible  à  réaliser. 

82.  Crémaillère.  —  Si  nous  imaginons  qu'un  des  rayons 
primitifs  croisse  jusqu'à  l'infini ,  la  vitesse  angulaire,  qui 
est  en  raison  inverse  (3),  devient  nulle,  et  le  mouvement 
se  change  en  translation  (P/.  VII,  fig.  107).  La  crémail- 
lère sert  donc  à  transformer  une  rotation  en  une  trans- 
lation. 11  en  existe  une  infinité  dont  on  obtiendra  les  profils 
en  passant  à  la  limite  dans  les  solutions  précédentes. 


(')  On  Toit  par  \k  que  les  sommets  dVn  polygone  régulier  inscrit  gu  petit 
eerele  décrivent,  lorsque  les  deux  roues  tournent  sur  leurs  centres,  les 
.rayons  d^un^  étoile  régulière  dans  le  grand  cercle.  On  a, -utilisé  cette  pro- 
priété, en  figurant  ces  sommets  par  des  boulons  que  des  bras  relient  au 
centre  du  petit  cercle,  et  ces  rayons  par  des  rainures  rectilignes  pratiquées 
dans  le  disque  du  grand  cercle.  La  rotation  du  premier  détermine  alors 
celle  du  second.. Dans  le  modèle  adoptât  la  .petite  roud  a  trois  .bras  ei  4a 
grande  trois  diamètres  ou  six  rayons. 
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Nou3  xencoiitFOûs  d'abovd  deux  sortes  de  crémaillères  à 
knleme*  SI  on  adapte  les  fuseaux  à  la  roue,  l'alluelion  de 
la  crémaillère-  est  une  développante  de  cycloïde  ;  si  on 
adapte,  au  contraire,  le  fuseau  à  la  crémaillère,  ralluchou 
•de  la  roue  est  une  développante  du  cercle  primitif; 

Dans  l'engrenage  à  développantes,  la  courbe  devient 
rectiligne  lorsque  la  courbure  du  cercle  concentrique  au 
cercle  primitif  diminue  jusqu'à  zéro,  et  Ton  a  une  cré- 
maillère à  plans  inclinés. 

Il  existe  epcore  deux  crémaillères  à  flancs.  On  peut,  en 
effet,  faire  porter  le  flauc  par  la  crémaillèi*e,  et  la  courbe 
de  la  roue  devient  la  développante  du  cercle  primitif;  ou 
adapter  le  flanc  à  la  roue,  et  la  courbe  de  la  crémaillère  se 
change  en  cycloïde.  La  réunion  des  deux  systèmes  fournit 
la  crémaillère  à  flancs  réciproques  (PL  II,  jfîg.  27). 

83,  Épures  d^engrekages.  —  Pour  produire  la  conduite 
d^un  arbre  par  Tau  ire,  une  seule  dent  suffirait  au  point  de 
vue  géométrique  ;  et  même,  dans  la  réalité,  on  peut  citer 
la  cisaille  ou  la  presse  à  excentrique  (PL  Illyfig.  36) 
comme  exeniple  d'un  engrenage  d^une  seule  dent  qui  est 
un  cercle  excentrique  conduisant  un  autre  engrenage  d'une 
seule  dent,  à  savoir  une  droite.  A  la  vérité,  le  rapport  des 
vitesses  n'est  pas  constant  (244)  \  mais  nous  avons  écarté 
ci-dessus  celte  restriction  (73). 

84.  Cependant  le  caractère  distinctif  d'un  engrenage, 
lorsqu'oti  se  préoccupe  du  frottement,  est,  comme  je  l'ai  ex- 
pliqué (XXV  ),  la  reproduction  répétée  d'une  dent  de  faible 
dimension.  Pour  constituer  dans  ces  conditions  une  roue 
dentée  à  F  aide  de  l'une  quelconque  des  solutions  précé^ 
dentés,  où  divise  le  cercle  primitif  en  un  nombre  dentier  de 
parties  égales  qui  formeront  autant  de  dents.  Ce  nombre 
est  appelé  le  module^  et  l'intervalle  le  pas.  On  prélève, 
dans  la  pratique,  yf  à  jy  du  pas  pour  former  le  jeu,  çt  on 
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réputii  le  reste  entare  le  plein  et  le  lÊide  em  raison  inVerse 
des  résistances  spécifiques  4ies  matières  de  la  roue  et  4e  «a 
conjuguée.  Cette  division  se  fera  écmc  eu  parties  ^aies  si 
cette  substance  est  la  même  poor  les  deux.  Les  pNnts  aîftsî 
marqués  servent  d'origine  aux  deux  séries  de  lignes  desti- 
nées à  former  les  faees  de  chaque  dent.  On  termine  les 
dents  à  Textérienr  par  nn  cercle  dit  d'échanfnnement,  et 
on  les  relie  Tone  à  Tautre  à  Fintérieiir  par  nn  antre  cerde 
dit  d'éin'dement . 

Poar  déterminer  lenrs  rayons,  on  s'impose  hafailiiclle- 
ment  la  conditicm  d'avoir  continoellement  trais  couples  en 
prise.  D'après  cela,  on  porte  sur  les  cercles  piîmitifeC,  C, 
à  partir  de  leur  point  de  contact  SI  (PL  Ilyji^.  a8), 
arcs  AN,  AN'  représentant  trois  pas  oa  vn  pas  et 
suivant  que,  dans  la  solntion  empto]rée«  la  cosdoiie  s'effec- 
tue d'un  seul  coté  ou  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des 
centres.  On  construit  en  NM,  N'M'  les  positions  corres- 
pondantes des  dents,  et,  pour  connaître  le  point  de  contact 
actuel,  on  y  abaisse  de  Q  des  normales  en  A  M,  A  M'  C^)* 
Les  dents  doivent  dès  lors  cesser  à  partir  de  ces  points,  et 
par  suite  OM',  O'  M  sont  les  rayons  des  cercles  d'écbanfK- 
nement  A,  A^.  Quant  à  ceux  des  cercles  d'évidement  B,  B', 
ce  sont,  au  jeu  près,  les  différences  de  ceux-ci  à  la  ligne 
des  centres.  Il  est,  en  eflet,  inutile  de  refouiller  diacune 
des  roues  plus  qu'il  n'est  nécessaire  pour  le  passage  des 
saillies  fk  l'autre,  et  par  snile  4^aqae  ocrde  d^évideoi^it 
doit  être  tangent  au  caercfe  d'écKanfcinemctti  csMijugM.  On 
termine  eaarygiidiasant  par  de  petits  aw»  de  cercle  les  Migirr 
vifs,  saillants  on  rentrants,  que  présente  encore  le  \ 
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85.  FoftifVLB  DE  Savaky.  —  Sttpposoiu  ^'tme  ligne 
quelconque  a  roule  sur  une  autre  a'  {PL  llyfig,  aj).  Une 
courbe  ol  est  liée  à  it  et  enveloppe  dans  son  mouvement 
nne  quatrième  ligne  a'.  Il  existe  nécessairement  une  rela- 
tion entre  les  courbures  amr  poiata  de  contact  simultanés, 
dételle  façon  que,  trois  d*entre  elles  étant  données,  la 
derrière  puisse  s'ea  déduira. 

Pour  trouver  cette  relation,  menons  la  normale  coio- 
mune  00'  des  courbes  a  et  a\  Si  nous  prenons  deux  arcs 
infiniment  petits  égaux  mm^  =  mni^  =  ds^  leurs  extré- 
mités m,  et  nî^  viendront  pins  tard  en  contact.  Les  nor- 
males 77*1  o  et  m\o'  ée  ces  points  se  trouveront  alors  eii 
prolongement,  et  par  conséquent  la  rotation  éprouvée  par 
U  figure  mobile  sera  la  somme  des  angles  momi  et  mo'm\* 
li  est  clair,  du  reste,  que  ces  normales  déterminent  par  leur 
intersection  avec  les  premières  leç  centras  de  courbure  o 
et  0'  des  lignes  a  et  a'. 

Menons  de  même  la  normale  commune  coco'  des  cour- 
bes a  et  a'.  Nous  savons  (75)  qu'elle  passe  nécessairement 
par  le  point  de  contact  des  courbes  roulantes,  c*est-à-dire 
par  m.  Les  normales  qui  viendront  au  second  instant  coïn- 
cider sont,  diaprés  cela,  celles  qui  aboutissent  en  m^et  m^, 
puisque  ce  sont  ces  points  qui  forment  alors  le  contact 
de  a  et  «'.  U  suffit  donc  de  mener  m,  (Zj  et  m\  [i\  normale- 
ment à  a  et  a'.  Ces  droites  déterminent  les  centres  de 
courbure  (ù  et  co'et  elles  viendront  se  mettre  en  prolonge- 
ment Tune  de  Pautre  après  une  rotation  égale  à  la  somme 
des  angles  /xwfA,  cl  fi^iàft!^  » 

Le  déplacement  angulaire  se  trouvant  ainsi  exprimé  de 
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deux  manière^  différentes,  on  peut  poser 

momx  4-  mo'm\  =  fAcaipi,  -H  f^w'pi', . 

Désignons  par  r  et  r',  p  et  p'  les  rajons  de  courbure  des 
lignes  a  et  a',  a,  el  a\  Appelons  aussi  d  la  distance  m  p. 
des  deux  points  de  contact,  et  Q  Tangle  des  deux  normales 
eommunes.  On  a  d'abord 

rniHi       ds 


mo  r 

mm\        fis 


et  eqsuite,  en  abaissant  mh  et  mh!  perpendiculairement 
sur  Mfti  et«'|!x',, 


H«Vi— 


mh         dscosB 
m  h'        dsco^B 


il  vient  donc,  en  supprimant  le  facteur  ds^ 

\p-t-fi?        p—dj  .r       r' 

Telle  est  là  relation  chercbée. 

Pour  la  généraliser  complètement,  il  suffit  de  supjtoser 
que  les  rayons  r,  /*'  et  p,  p'  puissent  devenir  négatifs  quand 
le  sens  de  la  courbure  est  l'inverse  de  celui  que  nous  avons 
supposé,  n  est  clair,  en  eifet,  que  les  rotations  partielles 
correspondantes  sont  alors  de  sens  contraires  et  qu'elles 
se  retranchent  au  lieu  de  s'ajouter.  En  même  temps,  la  po- 
sition de  d  change  jar  rapport  à  p  et  p',  et  les  termes 

.1  I 

;  p-hd*     y—d 

deviennent,  soit  ensemble,  soit  séparément, 

1  ■  -    I 

p  —  rf  p'  -^d 
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ce  qui   peut  s^exprimer  ainsi*  par  le  seul  ehan^émeut  de 
signé  des  rayons  p  ci  p'  : 


Ce  problème  comprend  en  particulier  celui  des  rou- 
lettes. Si,  en  effet,  au  lieu  de  considérer  a'  comme  l'en- 
veloppe d'une  ligne  donnée  a,  on  l'envisage  comme  la 
trajectoire  d'un  point  a  lié  à  la  courbe  a,  il  suffira  de  con- 
sidérer a  comme  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit,  ou 
dç  faire  dans  la  formule  générale  p  ==  o. 

86-  La  formule  (i)  peut  s'interpréter  d'une  manière 
fort  simple  (PL  Ilyfig.  3o).  Elle  exprime,  en  effet,  que 
les  àroiles  oco,  o'o)'  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres 
de  courbure  des  lignes  a,  oLet  a',  ol'  se  rencontrent  sur  la 
perpendiculaire  mp  élevée  au  point  de  contact  m  des 
courbes  roulantes  sur  la  normale  commune  tùtù'  des  courbes 
enveloppes. 

Pour  le  faire  voir,  abaissons  de  o  et  o'  les  perpendicu- 
laires oy,  o'q'  sur  «cd'.  Puis  calculons  mp  en  considérant 
d'abord  p  comme  situé  sur  la  droite  oci).  Les  triangles  sem- 
blables tùoq^  tùpm  donnent  pour  cela  la  proportion 
•  pnt oq 

Mais  on  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  moq^ 

0)m  =r  6>>|i^ -f. /7|  |JL  =  p  +  <£, 
oq  =  om .  sin omq  z=;  r  sin 0, 
«y=w/n-»—ç/w  =  (û -+•«?)  —  reosG, 

et  par  suite  * 

^_^    (p-hÉf)rsin6 

"^  (p  H-  ^)  —  /"cosO  * 
Si  Ton  calcule  de  même  pm  eu  considérant  maintenant  p 
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ccBome  fiittié  sur  la  droite  oW,  oa  déduira  de  la  similitude: 
des  triangles  co'o'^'  et  o^'pm 

{p'  —  d)r's\hB 
"rcOs9  —  (p'  —  d) 

Or,  la  formule  (i)  peut  «^écrire  ainsi 

CO$0  I  I  cosO 


pm- 


ou  encore 

rcosô  —  (P -+- «^)  ^^  Cp' — ^)  — /•'cosO 

Ges  eiEpressioiift  reofversées  ^nt,  au  signe  pi^  et  sauf  le 
facteur  siii9,  celles  que  nous  venons  de  trouver  successive- 
ment pour  les  longueurs  interceptées  sur  la  perpendicu- 
Ittfre  p/wpar  cliactmedes  droites  ow  et  o'tw'.  On  voit  donc 
que  ces  trois  droites  se  rencontrent  au  même  pomt. 

87.  On  déduit  de  là  une  construction  fort  éléganle  ^ 
Tun  quekoiique  des  centres  de  coarbui^^  quand  on  oon- 
nait  Lss  trois  autres.  On  choisira  en  effet  parmi  ces  der^ 
niers  les  deux  qui  se  correspondent^  On  les  jefindra  par 
une  droite  ^ue  Von  prolongera  jusq^h  la  rencontre  de  ia 
perpendiculaire  inp,  puis  ^joignant  le  point  p  au  troisiènie 
centre,  on  obtiendra  le  dernier  à  ^intersection  avec  celle 
des  deux  normales  communes  sur  laquelle  il  doit  se 
trouver. 

On  remarquera  que  le  point  fx  de  contact;  des  enve- 
loppes ne  joue  aucun  rôle  dans  cette  construction.  Si  donc 
on  substitue  successivement  à  a  les  diverses  développantes 
de  sa  développée,  le  point  jx  changera,  mais  &>  restera  le 
même,  par  suite  aussi  «'.  On  obtiendra  donc  pour  enve- 
loppe les  diverses  développantes  de  la  développée  de  a'. 
En  d'autres  termes,  il  suffit  qu^une  courbe  a  en  ettî^e" 
loppe  une  autre  aJ  pour  que  toute  la  série  des  courbes 


BVG REJUGES   VI.AVft«  lit 

équidistoMes  à  a  en^felappe  la  série  des  courbes  éffid- 
distantes,  à  aL 

88.  Tracé  ap PBOXiMAxrF  de  Wu.lss.  —  Dans  la  pratique 
les  dents  sont  toujours  noiiil>reases  et  courte»  (XXY).  Leur 
courbure  varie  donc  dans  d'étroites  limites,  et  on  peut,  quand 
on  se  contente  d'une  approximation,  les  considérer  comme 
un  are  de  cercle.  On  a  été  pendant  longtemps  dans  Tusage de 
pnmdre  pour  centre  de  chaque  dent  la  base  de  la  suivante. 
Cette  méthode  est  grossièi^e  et  sans  aucune  raison  d'être, 
n  faut  au  nu^ias,  pour  que  l'arc  de  cercle  puisse  remplacer 
le  profil  exact,  qu'il  ait  le  même  centre  de  ocmrbure  en  un 
point  moyen. 

C'est  en  pavcant  de  Cje  principe  que  M.  Willis  est  ar- 
riié  à  simplifier  le  tracé  des  engrenages  par  une  métbode 
(fà'ïi  introduite  dans  les  ateliers  auglaàs(P/.  Il^fig.  3i). 
Il  femplacê  peur  ckaque  roue  le  flanc  et  la  courbe  par 
deux  arcft  àe  cercle  don*  les  eemresi  se  détermdnent  de  la 
ouinîire  suivaote. 

On  mène  encore  par  le  point  m  unedroite  meo^  sous  l'angle 
de  75  degrés,  et  on  lui  élève  la  perpendiculaire  pp^  que 
IW  prend  «gale  des  deux  côtés  et  osoindre  que  le  phss  petit 
des  rayons  ptimitifs»  En  se  servant  d'abord  du  point  p,  A 
cale  joint  è  o  et  q\  on  trouvera  en  gi>  et  ta'  deux  points  que 
l'on  peut  considérer  comme  des  centres  de  courbure  corres- 
pcndants  (87).  La  ralëur  ^solue  des  rayions  de  courlbare* 
restaotaipbitraire,  on  prend  un  point /x  sur  le  cercle  C  à  tin 
demi-pas  de  la  ligne  des  centres,  et  les  rayons  de  coorbare 
sont  4i)fi  pour  le  flanc  D  de.  la  roue  C  et  c^'/i  pour  la  courbe  D^ 
delà  jroue  C^  Eut  se  senrapt  de  même  du  point  pf  an  trouve 
à  l'aide  die  op^  et  o'px  les  poinis  U|  et  fà\  \  pais  prenant  fx^  âb 
tmdcflui^fiafrde  /wsur  le  cercle  C,  on  adopte  les  rayons  Mf^u 
pour  la-couirbeJbi  de  la  roue  C  et  tù\  jKt  pour  le  flanc  h\  dr 
la  roue  C. 
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Pour  simplifier  le  tracé,  on  mèaë  comme  toai  à  Thenre 
de  o  comme  centre  avec  otù  et  ock)] ,  puis  dç  o'  avec  o'%ù' 
et  oV,  comme  rayons,  quatre  cercles  qui  seront  les  lieux 
des  quatre  centres  de  oourbure  respectifs.  On  s^est  borné 
sur  la^Jig*  3i  à  décrire  des  centres  12,  A j  et  û/,  Sï\  les 
profils  DDi  etiy0,.  i 

• 

89.  Pour  faciliter  l'emploi  de  sa  méthode,  M.  Willis* 
a  imiaginé  une  sorte  de  règle  graduée  qu'il  appelle  odonto- 
graphe  [PL  FUsJig.  io5).  Cet  appareil,  qui  est  rapporté 
au  pied  anglais,  aurait  besoin  de  subir  une  transformatipn 
pour  être  introduit  daijLs  les  ateliers  du  continent.  Yoici  du 
reste  en  quoi  il  consiste. 

^  L'instrument  porte  sur  son  plus  grand  bord  une  double 
graduation  qui  part  du  zéro  et  s'étend  h  la  fois  vers  a  et 
vers  b.  Un  côté  oblique  s'éloigne  du  «éro  sous  Tangle  de 
jS  degrés.  Enfin  la  règle  renferme  deux  tables,  A  et  B,'quî 
font,  connaître  suivant  le  pas  et  le  module  le$  distances  du.' 
point  de  contact  des  cercles  primitifs  aux  deux  centres  de 
courbure  du  flanc  et  de  la  courbe.  Indiquons  maintenant 
la  manœuvre  de  Fappareil. 

On  marque  sur  le  cercle  primitif  C  un  pas  mm  que  ron 
divise  en  deux  parties  égales  au  point  fx  {PL  II,  ^g.  3a). 
On  mène  les  rayons  o^m  de  ses  extrémités.  Puis  on  ap- 
plique sur  chacun  d'eux  le  bord  oblique  de  l'odonto- 
graphe  en  faisant  affleurer  la  règle  graduée  a  rextrémité 
correspondante  m.  Le  zéro  tombe  par  cela  même  au 
point  m.  On  trouve  dans  la  table  A  la  distance  m(à>\  du 
centre  de  courbure  du  flanc  et  on  la  prend  sur  la  gradua- 
tion a^  de  manière  à  obtenir  le  point  (»i\  d'où  Ton  décrit 
le  cercle  D'^.  On  lit  d'autre  part  dans  la  table  B  la  dis^ 
tance  mtù'  du  centre  de  la  courbe  et  on  la  compte  sur  la 
graduation  b.  On  trouve  ainsi  le  point  cdM'où  Ton  décrit  le 
cercle  D'. 
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II  est  clair,  en  effet,  que  la  position  de  gauche  reproduit 
identiquement  les  conditions  de  la^^.  3i.  Il  en  est  de 
même  pour  P autre,  mais  par  rapport  au  point  fi'  qui  serait 
pris  symétriquement,  de  l'autre  c6té  de  m.  Il  est  nécessaire 
de  dédoubler  ainsi  Topéralion,  attendu  que  sur  la^^.  3i 
les  cercles  des  dents  doivent  être  décrits  l'un  de  (a'  par  le 
point  /x,  et  Tautre  de  b)',  par  |uii  qu'on  peut  confondre 
avec  fx'*,  tandis  qu'ici  les  deus  arcs  doivent  partir  du  même 
point  |ui  (fis*  3^)9  ce  qui  oblige,  quand  on  veut  décrire  le 
second,  à  faire  touruer  toute  la  Jig,  3 1  d'un  pas  vers  la 
droite. 
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CHAPITRE  YIL 

SURFACES  DES  £NGBENAG£S. 


SI- 
AXES  PARALLÈLES. 

90.  Engrenages  cylindriques.  —  Revenons  maintenant 
aux  trois  dimensions  de  Tespace  que  la  matière  affecte  né- 
cessairement, et  proposons-nous  la  recherche  des  surfaces 
qui  doivent  limiter  les  dents. 

Nous  procéderons  pour  cela  comme  dans  le  problème 
des  engrenages  plans  en  ramenant  le  mouvement  relatif  des 
deux  corps  à  un  mouvement  absolu.  Il  faut  en  premier  lieu 
supposer  l'un  des  deux  au  repos  et  composer  à  chaque  in- 
stant sa  rotation  changée  de  sens  avec  celle  qui  appartient 
en  propre  à  Tautre  corps  (XXI).  Le  mouvement  continu 
peut  ensuite  être  assimilé  au  roulement  simple  ou  mixte 
de  deux  surfaces  réglées  l'une  sur  l'autre.  Mais  il  est 
nécessaire  à  cet  égard  de  distinguer  trois  cas,  suivant  que 
les  axes  sont  parallèles,  concourants,  ou  non-concourants. 

Lorsque  les  axes  sont  parallèles,  le  mouvement  résultant 
est  lui-même  une  rotation  autour  d'un  axe  situé  dans  la 
même  direction.  Il  s^ effectue  à  chaque  instant  parallèle- 
ment à  un  plan  perpendiculaire  et  peut  dès  lors  être  assi- 
milé au  roulement  simple  des  deux  cylindres  qui  seraient 
décrits  par  Taxe  instantané  dans  l'espace  absolu  et  dans  la 
figure  mobile.  On  les  appelle  cylindres  primitifs. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport  des  vitesses  angu- 


iairee  doit  rester  côostam,  on  reconnaitra,  comme  au  ^  Aj 
que  ces  cylindres  sont  de  révolatîon. 

9L  La  solution  la  plus  naturelle  consiste  dès  lors  à 
adopter  pour  surfaces  des  deuts  d'aulnes  cylindres  49nt  jLes 
génératrices  soient  parallèles  à  celles  des  précédents»  Si 
Ton  coupe  alors  tout  le  système  pai:  un  plan  perpendicu- 
laire, on  rentre  dans  le  problème  des  engrenages  plans,  et 
chacune  d^  ses  solutions  pourra  être  neproduitis  «pus  la 
forme  actuelle  {PI.  Vll^fig.  io6  et  107), 

Dans  ces  engrenages  cylindriques,  le  contact  a  lieu  à 
chaque  instant  tout  le  lonç  d'une  jsAvol^  génératrice* 

92.  Solution  génékale.  —  Cette  combinaison,  quoique 
de  beaucoup  la  plus  usitée,  n'est  pourtant  pas  la  «eule  ad- 
missible. 

Adaptons,  en  effet,  au  cylindre  primitif  C  une  surface 
quelconque  D,  effectuons  le  roulement  de  C  sur  C  et  con- 
struisons Tenveloppe  D'  de  toutes  les  positions  de  D«  Ce 
sera  une  surface  constamment  tangente  à  D  et  qui  peut 
être  prise  pour  dent  conjuguée.  Le  contact  s'exerce  alors 
à  chaque  instant  tout  le  long  d'une  certaine  ligne  X. 

Si,  par  exemple,  la  dent  D  est  plane,  D' sera  ixx^,^  surface 
développable  et  \  une  ligne  droite.  Si  elle  est  sphérique, 
D' sera  une  surface  canal  et  X  un  cercle.  Si  elle  est  cylin- 
drique, parallèle  aux  axes^  D'  sera  de  même  un  cylindre 
parallèle  auxâxes  etX  une  génératrice.  On  retrouvera  ainsi, 
comme  cas  particulier^  la  solution  précédente. 

•93.  Maïs  on  peut  généraliser  encore  davantage.  En  effet, 
après  avoir  choisi  arlntrairement  Une  surface  D,  traçons-y 
une  ligne  quelconque  <^.  Lorsque  C  roulera  sur  C,  cette 
courbe  laissera  sur  la  surface  D^  une  trace  c^.  Imaginons 
maintenant  deux  surfaces  A  et  A'  qui  se  raccordent  tan- 
gentiellement  avec  D  «t  Ctout  le  long  de.d  et  d^^  mais 

8. 
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quelconques  du  reste.  Elles  pourroul  eucore  former  un 
couple  de  dents  conjuguées.' 

En  effet,  dans  une  position  quelconque  la  cpurbe  de 
contact  X  rencontre  d  en  un  certain  point  M.  C*est  lui 
qui  marque  actuellement  sa  trace  pour  former-  un  point 
correspondant  de  d'.  Or  A  et  D  sont  tangentes  tout  le 
long  de  â  et  par  suite  en  M  ;  A'  et  D' le  sont  pour  la  mènie 
raison.  Mais  D  et  D'  se  raccordent  tout  le  long  de  X,  par 
conséquent  aussi  en  M,  ce  qui  montre  que  A  et  ù!  se 
touchent  elles-mêmes  en  ce  point.  Ce  sont  donc  deux  sur- 
faces qui  restent  constamment  tangentes  pendant  le  mou- 
vement. Mais  le  contact  n'a  plus  lieu  alors  que  par  un  seul 
point. 

94.  Engreztage  de  eoulement  (*).  — On  a  cherché  à 
construire  des  rouages  qui  fonctionnent  par  simple  roule- 
ment. Si  on  cherche  à  y  parvenir  en  employant  le  contact 
tout  le  long  d'une  ligne,  la  question,  est  posée  comme 
pour  le  problème  des  galets  et  reproduit  les  mêmes  solu- 
tions (chap.  I  et  II). 

Si  on  emploie  au  contraire  le  contact  par  un  seul  point, 
il  suffit,  pour  qu'il  y  ^it  roulement,  que  ce  point  appar- 
tienne à  Taxe  instantané,  c*est-à-dire  que  le  contact  ne 
sorte  jamais  des  cylindres  primitifs.  D'après  cela,  traçons 
sur  C  une  courbe  quelconque  d  et  envisageons  la  trace  d' 
qu'elle  imprime  sur  C  par  le  roulement.  Menons  dans 
une  direction  quelconque  oblique  sur  les  cylindres  un  élé- 
ment recliligne  infiniment  court  par  le  point  commun  à  d 
et  d'  qui  appartient  à  l'axe  instantané  actuel.  Si  nous  fai- 


(*)  Cas  organes  sont  à  propremeot  ptrler  des  galets;  mais  ils  se  distin- 
guent de  cenz  que  nous  avons  déjà  étudiés  (chdp.  I  et  II  ).en  ce  que  le  con- 
tact n*a  plus  lieu  que  par  un  point  et  non  suivant  une  ligne.  J'ai  préféréy 
pour  cette  raison,  les  séparer  nettement  des  précédents  et  les  laisser  à  cette 
place,  où  Ils  se  présentent  irte^natafellement. 
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SOUS  cela  pour  chaque  instant  en  laissant  même  varier  d^une 
manière  continue  Tinclinaison  de  cet  élément,  nous  décri- 
rons par  rapport  aux  deux  corps  deux  zones  infiniment 
étroites  qui  se  touchent  constamment  sur  les  cylindres  pri- 
mitifs^ En  effet,  elles  ont  actuellement  en  commun  l'élé- 
ment qui  les  décrit  toutes  les  deux,  et  celui  qui  appartient 
à  la  fois  à  ^et  dl ,  C^la  fait,  si  nous  prolongeons  arbitraire- 
ment Télément  générateur  par  deux  courbes  quelconques  (D 
et  (D' qui  soient  seulement  assujetties  A  varier  elles-mêmes 
d'une  manière  continue,  elles  décriront  deux  surfaces  D 
et  D'  qui  remplissent  les  conditions  voulues. 

95.  ExBMPtE.  —  Engrenage  de  W1ù%e,  —  Cet  appareil 
a  été  réalisé  par  Hooke  et  construit  de  nouveau  par  White 
en  simplifiant,  autant  que  possible,  les  moyens  de  solution. 

Les  cylindres  primitifs  sont  circulaires  (P/.  VII, 
fig.  io8).  La  directrice  d  est  une  hélice,  il  en  est  par  suite 
de  même  de  d'.  L'élément  générateur  garde  constamment 
la  même  inclinaison  et  reste  situé  dans  le  plan  des  deux 
axes.  Il  décrit  ainsi  deux  zones  tangentes  à  des  héliçoïdes 
gauches.  L'engrenage  de  White  est  donc  celui  de  deux  vis 
excessivement  étroites  ou  mieux  de  deux  surfaces  se  rac- 
cordant avec  elles  le  long  d'une  hélice.  On  l'appelle  aussi 
engrenage  de  roulement  ou. engrenage  de  précision.  On 
ne  l'emploie  guère,  en  effet,  que  dans  les  appareils  de 
précision,  car  il  est  alors  encore  plus  nécessaire  d'atténuer 
les  frottements,  et  dans  les  machines  de  force,  la  pression 
mutuelle  ne  s'exerçant  que  par  un  seul  point  désorganise- 
rait la  matière  dans  les  environs. 

M^  Breguet  a  employé  avec  succès  ces  engrenages  pour 
réaliser  des  vitesses  angulaires  tout  à  fait  exceptionnelles, 
d'environ  huit  mille  tours  par  seconde. 
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SU. 

AXES  CONCOURANTS. 

96.  ENGRENAGES  CONIQUES.  —  LoFsque  les  deux  axçs  se 
rencontrent  en  un  même  point,  le  mouvement  relatif,  s' ef- 
fectuant autour  d'un  point  fixe  qui  est  Tintersection  des 
deux  axes,  peut  être  assimilé  au  roulement  simple  de  deux 
cônes  qui  seraient  les  lieux  de  l'axe  instantané  dans  l'es- 
pace absolu  et  dans  la  figure  mobile  (XI).  On  les  appelle 
cônes  primitifs.  Nous  en  avons  vu  la  théorie  sous  le  titre  de 
galets  coniques. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires est  constant,  ces  cônes  sont  de  révolution  (4). 

97.  La.  solution  la  plus  naturelle  consiste  dès  lors  à 
adopter  pour  surfaces  des  dents  d'autres  cônes  ayant  le 
même  sommet  et  des  directrices  convenables.  On  les  ap- 
pelle engrenages  coniques  ou  roues  d'angle  {^PL  VIl^ 
fig.  top).  Si  l'on  coupe  tout  Tensemble  par  une  sphère 
concentrique  d'un  rayon  quelconque,  on  n'aura  plus  à 
considérer  que  les  traces  de  ces  diflerents  cônes. 

Nous  nous  trouvons  ainsi  ramenés  à  établir  une  théorie 
des  engrenages  spherlques  semblable  à  celle  des  engrenages 
plans.  Ses  raisonnements  seraient  identiques  à  ceux  que 
nous  avons  exposés,  et  je  ne  m'arrêterai  pas  à  les  dévelop- 
per de  nouveau.  Il  suflSra  de  remplacer  partout  les  droites 
par  des  arcs  de  îçrands  cercles,  les  épîcycloïdes,  les  dévelop- 
pantes, etc.,  par  des  épicycloïdes  sphériques,  des  dévelop- 
pantes sphériques,  etc. 

Ajoutons  que,  pour  compléter  la  solution  de  la  question, 
l'intervention  des  procédés  de  la  Géométrie  descriptive  de- 
vient nécessaire.  Le  problème  est  posé  dans  chaque  cas  par 
la  théorie  qui  précède,  et  c'est  à  cette  science  qu'il  appar- 
tient de  déterminer  d'après  cela  les  projections  des  roues 
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et  le  développement  des  panneaux.  Ces  détails  se  trouvent 
dans  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  Applications  de  Id 
Géométrie  descriptive. 

98.  J^ndiquerai  ici  de préférenceun  procédé  beaucoup 
plus  simple,  du  à  Tredgold,  à  la  vérité  approximatif,  mais 
le  seul  usité  dans  la  pratique.  Nous  le  restreignons,  bien 
entendu,  au  cas  des  c6nes  primitifs  circulaires*  U  est 
fondé  sur  ce  que,  pour  des  raisons  que  nous  avons  expli'» 
quées  (XXV),  les  dents  sont  toujours  petites,  de  sorte  que 
le  contact  s'éloigne  peu  des  cônes  primitifs  et  du  plan  des 
axes. 

Représentons  ces  derniers  (PLII,Jig.  33)  par  AOP  et 
AOT'  et  par  AARTaxe  résultant  qui  forme  actuellement 
r.arête  de  contact  des  cônes  primitifs  QAR,  Q'AR.  Menons, 
par  le  point  R,  deux  plans  à  angle  droit  sur  les  aies.  Us  dé- 
terminent dans  les  cônes  deux  bases  circulaires  projetées 
sur  QR,  Q'R.  Pélève  encore  un  autre  plan  perpendiculaire 
sur  celui  de  la  figure  suivant  PRP'.  Puis  je  prends  ses 
points  d'intersection  P  et  P'  avec  les  axes  comme  sommets 
de  deux  autres  cônes  qui  auront  pour  directrices  les  cercles 
QR  et  Q'R,  et  seront  ainsi  opposés  base  à  base  avec  les 
cônes  primitifs.  Ces  cônes  auxiliaires  auront  pour  plan 
tangent  commun  le  plan  PRP',  et,  si  on  leur  fait  suivre  le 
mouvement  des  cônes  primitifs,  Taréte  de  contact  PRP' 
s'écartera  peu  de  ce  plan  pendant  toute  la  durée  du  passage 
d'un  couple  de  dents,  puisque  nous  l'avons  supposée  très- 
courte.  On  peut  donc  admettre,  par  approximation,  que 
les  choses  se  passent  pour  les  engrenages  spbérîques  comme 
elles  se  passeraient  pour  des  engrenages  plans  tracés  dans 
ce  plan  PRP'. 

On  n'aura,  d'après  cela,  qu'à  supposer  les  cônes  auxi- 
liaires développés  suivant  les  secteurs  QRP  et  QTIP'(JP/.  IL 
fie'  34)»  €t  à  appliquer  textuellement  la  théorie  des  engre- 


130  ÉTUDE   GÉOHtTAIQVE   DES    XÉCiJîtSMES. 

nages  plans  et  les  divers  modes  de  triacé  quelle  nous  a  four* 
nis.  La  seule  pariici^larité  quHl  soit  nécessaire  d^observer 
consiste  à  prendre  pour  pas  une  partie  aiiquote  des  secteurs 
primitifs^  et  non  ^e  leurs  circonférences  entières.  Si  on 
enroule  après  coup  les  deux  parties  de  l'épure  sur  les  cônes 
auxiliaires,  on  obtiendra  les  directrices  des  dents. 

99.  Solution  oÊHÉfiALE.  —  En  reproduisant  textuelle- 
ment les  raisonnements  des  §§  92  et  93  avec  la  précaution 
d'y  remplacer  les  cylindres  par  les  cônes  primitifs,  on  for- 
mera des  solutions  plus  générales  dans  lesquelles  le  con* 
tact  s'effectuera,  soit  suivant  une  ligne,  soit  par  un  seul 
point. 

On  peut  encore,  comme  au  §  94*,  obtenir,  pour  le  cas  des 
alises  concourants,  des  engrendges  (]ut  fonctionnent  par 
simjile  roulement.  Il  est  important  de  signaler  leur  exis- 
tence, .car  on  n'en  saurait  plus  trouver  de  semblables  dans 
lu  cas  qu'il  nous  reste  à  considérer.' 

§111. 

AXES  NON  CONCOURANTS. 

100.  Solution  générale.  —  Lorsque  les  deux  axes  ne 
sont  pas  situés  dans  le  même  plan,  le  mouvement  résul- 
tant peut  être  reproduit  par  le  roulement  mutuel  de  deux 
surfaces  réglées  qui  sont  les  lieux  de  Taxe  spontané  dans 
l'espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile,  ce  roulement  étant 
accompagné  à  chaque  instant  d'un  glissement  le  long  de 
la  génératrice  autour  de  laquelle  il  s'effectue.  (XIII). 

La  détermination  de  ces  surfaces  est  facile  dans  le  cas  où 
le  rapport  des  vitesses  angulaires  doit  rester  constant.  En 
effet,  pour  chacune  d*elles  la  génératrice  conserve,  par 
rapport  à  l'axe^  une  distance  et  une  inclinaison  constantes; 
car  ces  deux  éléments  ne  dépendent,  d'après  la  règle  de  la 
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composition  des  rotations  (XIX), que  de  ]a  position  respec- 
tive des  axes  et  du  rapport  des  vitesses  angulaires.  Ce  sont 
donc  des  surfaces  gauches  de  réi^olution  ou  des  kypefio^ 
loïdes  de  révolution  à  une  napp^.  Nous  les  appellerons 
hyperboloïdes  primitifs^ 

Ce  mode  de  communication  est  employé  depuis  long* 
teiiip9  dans  les  filatures,  ou.  du  moinson  y  voit  des  organes 
construits  à  peu  près  s|ir  ce  modèle  et  munis  de  stries  pour 
mieux  assurer  la  transmission  du  mouvement  (^). 

101.  En  reproduisant  pour  les  surfaces  réglées  primi- 
tives les  raisonnements  qui  onl  été  faits  déjà  pour  les  cy- 
lindres (92  et  93)  et  pour  les  cônes  primitifs  (99),  nous 
obtiendrons  des  solutions  générales  dans  lesquelles  le  con* 
tact  s'effectuera,  soit  suivant  une  ligne,  soit  par  un  seul 
point. 

U  est  bien  essentiel  de  remarquer  qu'on  ne  pourra  plus^. 
comme  ci-dessus  (94  et  99),  obtenir  des  engrenages  qui 
fonctionnent  par  simple  roulement.  U  faudrait,  en  effet, 
pour  cela  que,  dans  le  mouvement  relatif,  les  points  de 
contact  eussent  une  vitesse  nulle;  or  ce  mouvement  est  à 
chaque  instant  hélicoïdal  (XIX)  et  ne  peut  jamais  se  réduire 
à  une  rotation  simple.  Par  suite,  ceux  des  points  pour  les- 
quels la  vitesse  est  minimum  sont  les  points  de  Taxe  spon- 
tané, et  ils  possèdent  encore  le  mouvement  de  translation 
de  cette  espèce  de  vis  le  long  de  son  écrou  (*). 


(*)  M.  Bélanger  a  appelé  Tattention  sur  ces  appareils  dans  une  Note  insé- 
rée aux  Comptes  rendus  de  VAeedémie  des  Seienees]  dans  la  séance  dn  38  jan- 
tier  1861. 

(  *  )  C'est  pour  cette  raison  que  les  surfaces  réglées  des  galets  sont  néces- 
sairement des  cônea  ou  des  cylindres  (2).  En  effet,  les  axes  devant  être, 
pour  que  le  roulement  soit  possible,  concourants  ou  parallèles,  leur  point 
de  concours  est  immobile;  il  appartient  donc  à  tous  les  axes  instantanés,  et 
eeux-ci,  c'est-à-dire  les  génératrices,  ne  peuvent  former  qu'un  cône  ou 
comme  limite  un  cylindre. 
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Il  ne  «e  présente  pas  non  plus  dans  ce  cas  de  solution 
générale  aussi  naturellement  indiquée  que  celle  des  eagre^ 
nages  cylindriques  et  coniques  pour  les  précédents.  On  ne 
peut  que  recourir  à  des  combinaisons  particulières  que  je 
vais  indiquer,  et  pour  lesquelles  on  suppose  les  cylindres 
primitifs  circulaires. 

11  serait,  du  reste,  à  peu  près  inutile  de  se  livrer  à  des 
recherches  par  trop  compliquées  sur  ce  sujet,  car  on  peut 
toujours  éviter,  dans  la  composition  des  machines,  d'avoir 
à  considérer  des  axes  non-concourauts.  Il  suffit  pour  cela 
de  les  relier  par  un  arbre  intermédiaire  qui  les  rencontre 
tous  les  deux,  et  d'établir  entre  lui  et  chacun  des  proposés 
deux  répétitions  de  roues  d'angle. 

402.  Exemple  I. —  Vis  sans  fin.  ^^  On  emploie  depuis 
Pappus  (*)  l'engrenage  de  la  vis  sans  fin  pour  réunir  deux 
axes  non-concourants  rectangulaires.  On  adopte  arbitraire- 
ment pour  l'un  d'eux  un  héliçoïde  gauche  h  plan  directeur 
ou  surface  de  vis  à  filet  carré.  Il  est  alors  facile  de  trouver 
la  surface  conjuguée. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  celui  qui  serait  mené  par 
Taxe  O  de  la  vis  à  angle  droit  sur  celui  O^  de  la  rotw 
(PL  III,  fig,  35).  L'hélîçoïde  sera  actuellement  coupé  par 
ce  plan  suivant  une  certaine  génératrice  D.  La  rotation 
aura  pour  effet  d'amener  successivem^it  différentes  géné- 
ratrices dans  le  plan,  de  sorte  que  la  trace  de  la  surface  sera 
une  droite  animée  d'un  mouvement  de  translation  ou,  si 
Ton  veut,  le  flanc  d'une  crémaillère  C.  Or,  si  les  surfaces 
sont  constamment  tangentes,  il  en  doit  être  de  même  de 
leurs  traces.  Par'suite,  celle  de  la  surface  inconnue  doit  être 
la  dent  de  la  roue  conjuguée  de  la  crémaillère  à  flancs,  c'est- 
à-dire  (76)  une  dévdoppaute  D'  du  cercle  primitif  C. 

(')  Pappus,  Collections  mathématiques,  liv.  VIII,  ppop.  a/j. 


Mais  n  ne  suflit  pas  pour  que  les  surfaces  engrènent 
que  leurs  traces  restent  en  contact.  Il  faut  encore  que  les 
deux  plans  tangents  coïncident.  Or  le  point  de  contact  se 
trouve  (75)  en  M  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  il  sur  la  dent  D.  ï\  parcourt  donc  la  droite  C.  Mais  le 
long  d'une  droite  |>araUèIe  h  Taxe  d'un  béliçoïde  à  plaon 
directeur  le  plan  tangent  reste  parallèle  à  lui-même.  Ainsi 
donc  le  plan  tangent  à  la  vis  qui  doit  coïncider  avec  celui 
de  la  dent  de  la  roue  garde  une  inclinaison  constante  sur  le 
plan  de  la  figure. 

On  peut,  d'après  cela,  considérer  la  dent  conjuguée 
comme  l'enveloppe  d'un  plan  dont  la  trace  reste  tangente  à 
une  développante  de  cercle,  et  qui  conserve  une  inclinai- 
son constante  sur  le  plan  de  cette  développante  (*).  L'in- 
yariabiliié  de  cette  inclinaison  montre  que  l'intersection  de 
deux  plans  ccmsécniifs  fera  elle-même  un  angle  constant 
avec  le  plan  de  base»  L'arête  de  rebroussement  sera  donc 
déjà  une  courbe  d'égale  pente.  De  plus  cette  intersection 
doit  couper  le  plan  de  base  à  la  rencontre  des  deux  traces 
consécutives,  ou  au  point  M  de  l'enveloppe.  Enfin  elle  est 
ëfidemment  perpendiculaire  sur  cette  trace  D  et  se  projette 
par  suite  à  angle  droit  en  MA,  c'est-à-dire  sur  la  tangente 
au  cercle  G'.  Mais  si  la  projection  de  la  génératrice  enve- 
loppe ce  cercle,  l'arête  de  rebroussement  est  tracée  sur  le 
cylindre  dont  il  forme  la  base,  et  comme  elle  a  déjà  une 
inclinaison  constante,  il  s'ensuit  que  cette  courbe  est  une 
hélice.  La  surface  conjuguée  est  donc  un  béliçoïde  déve- 
loppable. 


(')  II  n^esC  pas  même  indispensable  d'adopter  la  surface  développable 
qnî  forme  l'enveloppe  du  plan  mobile.  Toute  surface  se  raccordant  avec 
elle  le  long  de  la^éveloppente  satisferait  également  à  la  question ,  puisque 
le  contact  a  toujours  lieu  sur  cette  courbe.  On  rencontre  souvent  des  pignons 
creusés  en  foritie  de  gorge  de  manière  à  épouser  plus  complètement  la  forme 
deltTis.    * 
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103.  On  doiine  souvent  à  la  vis  plusieurs  filets  distincts, 
ce  qui  se  fait  en  disposant  plusieurs  vis  égales  à  des  inler- 
valles  égaux  qui  soient  une  même  fraction  de  leur  pas 
commun'. 

Si  Ton  imagine,  d  après  cela,  un  cylindre  d^un  diaihètre 
notable  sur  lequel  on  a  taratidé  un  grand  nombre  de  filets, 
et  qu^au  lieu  de  lui  laisser  une  longueur  de  plusieurs  pas  eb 
forme  de  vis  sans  fin,  on  le  coupe  par  deux  plans  assez  rap- 
prochés qui  ne  laissent  sur  chaque  filet  qu^unç  fraction  de 
spire,  on  obtient  une  véritable  roue  qui  porte  le  nom  S!en- 
grenage  hélicoïdal,  et  dont  la  nature  géométrique  est  la 
même  que  celle  de  la  vis  sans  fin, 

104.  Exemples  II  et  III.  —  Engrenages  d'Olwer.  — 
Considérons  maintenant  deux  axes  quelconques  O,  O'  dont 
le  premier  peut  toujours  être  supposé  vertical.  Menons 
un  plan  P  qui  leur  soit  parallèle  et  décrivons  autour  dès 
axes  deux  cylindres  de  révolutil;^n  C,  C  tangents  à  ce 
plan. 

Figurons  la  projection  Oi  de  l'axe  O  sur  P  et  enroulons- 
la  sur  le  cylindre  C  en  forme  d'hélice  hf.  On  adopte  pour 
l'axe  O'  l'héliçoïde  développable  H'  dont  elle  serait  l'arête 
de  rebroussement  et  dont  C  forme  le  cylindre  de  jour.  Le 
plan  P  tangent  à  C  coupe  cet  liéliçoïde  suivant  une  généra- 
trice qui  n'est  autre  que  Oi*  La  rotation  de  C  amènera 
d'ailleurs  successivement  dans  ce  plan  diverses  génératrices 
qui  toutes  viendront  se  placer  verticalement,  car  ce  sont  les 
tangentes  d'une  même  hélice,  et  l'une  d'elles  Oj  est  verti- 
cale. Le  plan  tangent  à  H'  est  le  plan  osculateur  de  son 
arête  de  rebroussement  /i'.  Or  le  plan  osculateur  d'une  hé- 
lice est  déterminé  par  la  condition  de  contenir  la  tangente 
Oi  de  celte  courbe  et  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  P 
de  son  cylindre.  C'est  donc  un  plan  vertical  perpendiculaire 
à  P.  Ainsi  le  plan  tangent  se  transporte  parallèlement  à  lui« 
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même  et  peat  être  considéré  comme  le  flanc  d'une  crémail- 
lère. I^  cottséqnent  (82)  la  surface  conjuguée  est  celle 
d'une  roue  cjlindriG|ue  à  développantes. 

105.  On  peut  aussi  construire  un  autre  modèle  dans  le- 
quel les  deux  roues  soient  de  même  nature.  On  trace  pour 
cela  dans  le  plan  P  une  droite  quelconque  //,  qu'on  enroule 
sur  C  et  C  sous  forme  de  deux  hélices  h  et  h\  puis  on 
adapte  aux  axes  O  et  O'  les  héliçoïdes  développables  H 
et  H'  dont  elles  sont  les  arêtes  de  rebroussement.  Ces  sur- 
faces couperont  le  plan  P  suivi^nt  une  de  leurs* génératrices 
qui  sera  pour  toutes  les  deux  la  droite  d.  Leurs  pions  tan- 
gents devant  Tavofr  pour  trace  et  être  perpendiculaires  k  P 
coïncideront,  et  par  suite  ces  deux  surfaces  engrèneront 
continuellement* 

Cette  combinaison  a  été  réalisée  par  M.  Vennin,  a  Lille, 
dans  une  machine  à  fraiser  les  engrenages. 
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CHAPITRE  TIÏÏ. 

TRAINS  D'ENGRENAGES. 


MÉTHODE  EXACTE. 

106.  Cherchons  maintenait  à  apprëcàer  le  ràle  des  en- 
gKnages  dans  la  compositicMi  des  madiines.  Nous  Jes  nit>- 

gérons,  à  cet  égard,  dans  les  trois  groupes  siûvaBis  i 
PebmiI&b  càTiGORts.  —  Trains  ordinaires^ 
Deuxième  catégorie.  —  Trains  épicyvlcfïdaiix. 
Troisième  catégorie. —  Trains  irréguliers. 
Dans  la  première  catégorie  chaque  roue  tourne  autour 
de  son  centre,  et  le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  con- 
stant. Il  s'agit  de  l'évaluer  pour  un  train  quelconque. 

Je  supposerai  d'abord  un  train  simple,  c'est-à-dire  com- 
posé uniquement  de  deux  roues  dont  la  plus  grande  est 
appelée  à  proprement  parler  la  roue,  et  l'antre  le  pignon. 
Les  rotations  seront  de  même  sens  ou  de  sens  contraire, 
suivant  que  les  engrenages  seront  intérieurs  {*)  ou  exté- 
rieurs. Nous  savons  (3)  que  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires est  égal  à  l'inverse  de  celui  des  rayons  des  cercles  pri- 
mitifs. Mais  les  rayons  sont  comme  les  circonférences  et 


(*  )  Les  engrenages  intérieurs  sont  peu  employés,  attendu  qu^ils  ne  com- 
portent pas  le  tracé  à  flancs  réciproques  (81)  et  que,  de  plus,  on  ne  peut  les 
installer  qu'à  un  bout  d'arbre^Si,  en  effet,  leur  arbre  les  trayersait  de  part 
en  parti  il  s'engagerait  dans  les  rayons  de  la  grande  roue. 


oelle^-ci  comnie  les  modules  n  et  it^,  car  le  pas  est  le  même 
pour  les  deux.  On  peut  donc  écrire 


»  n 

1j 


n 
on  sous  cette  autre  forme 

La  substitution  des  mcMlules  aux  ra3pon8  primitifs  est  avan- 
tageuse en  ce  qu'il  est  tovyours  aisé  de  compter  les  dents 
d  une  roue,  tandis  que  son  rayon  primitif  peut  être  diffi- 
cile à  apercevoir  ou  n^étre  pas  accessible. 

107.  Considërons  maintenant  un  train  complexe  quel- 
conque. Je  supposerai  une  série  de  Ar  +  i  arbres, 

Âo,     Al,     A),     A8...Aib^,     A;(_s,     Ai^i,     Kit^ 
dont  je  représente  les  vitesses  angulaires  par 

On  installe  sur  chaque  arbre  intermédiaire  une  roue  et  un 
pignon  de  modules  N  et  n.  Mais  les  deux  arbres  extrêmes 
ne  portent  l'un  qu'une  roue  et  l'autre  qu'un  pignon.  Nous 
représenterons  un  tel  équipage  de  la  manière  suivante,  en 
plaçant  sur  la  même  ligne  horizontale  les  deux  roues  qui 
engrènent  ensemble  et  sur  la  même  verticale  celles  qui  sont 
montées  sur  le  même  atbre. 

N, —  /i, 

N, n. 


N4-3  — —  «lUi 
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Si  nou^  appliquons  à  chaque  couple  Téquàtioii  précédente, 

il  viendra 

N«w(«=/f,»,, 

N2  0i>3=/>^a>t9 


Pour  éliminer  les  inconnues  auxiliaires,  il  suffit  de  mul- 
tiplier membre  à  membre.  Il  vient  ainsi 

d'où  on  tire  le  rapport  cherché 


6>4       N«N.N,...Ni-,Ni^,N*.. 


Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  roues  seraient  iden- 
tiques, ainsi  que  les  pignons,  la  formule  devient  ^ 


w  S=(f)* 


108.  On  peut,  au  sujet  d'un  équipage  de  roues,  se  pro^ 
poser  deux  problèmes  distincts. 

En  premier  lieu,  un  train  étant  construit,  déterminer 
aon  rapport  de  vitesses.  Cette  question  ne  présentera  aucune 
difficultés  puisqu'il  suffit  d^évaluer  les  nombres  de  dents  et 
de  les  substituer  dans  la  formule  précédente. 

On  peut  inversement  chercher  a  construire  un  équipage 
qui  réalise  un  rapport  donné.  Ce  problème,  beaucoup  plus 
difficile,  exigera,  au  contraire,  d'assez  grands  développe- 
ments. Je  commencerai  par  prendre  un  exemple  de  l'un 
et  de  l'autre. 
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Exemple  I.  —  Comme  exemple  du  premier  problème, 
nous  chercherons  le  rapport  de  vitesses  dans  la  nnichine 
à  aléser  les  cylindres. 

Sur  un  arbre  P  est  calée  une  roue  A  de  m  dents,  plus 
loin  un  manchon  B  de  /i  dents  taraudé  en  écrou  à  son  in* 
térieor  et  monté  librement  sur  le  même  arbre  fileté  en  vis; 
il  est  pris  d'ailleurs  entre  les  joues  fixes  d'un  palier,  de  nia- 
nière  à  ne  pouvoir  qne  tourner  sur  place,  tandis  que  l'arbre 
a  la  faculté  de  se  transporter  dans  sa  longueur.  De  cette 
manière  l'arbre  et  lui  peuvent  tourner,  mais  si  ce  n'est 
pas  de  la  même  quantité,  le  premier  sera  obligé  de  se  trans- 
porter dans  sa  propre  direction.  Sur  un  arbre  parallèle  P 
sont  calés  un  long  pignon  (  *  )  A'de  m-h  i  dents  et  une  roue  B' 
de/i  dents. 

Nous  avons  donc  là  im  train  de  trois  arbres,  le  premier 

est  P,  le  second  P'  et  le  derniei*  le  manchon  concentrique 

à  P,  mais  indépendant;  Le  rapport  des  vitesses  angulaires 

sera  par  suite 

fù9  m»n  I  . 

.^^  — y^  I     ■  zzzi  I  •■■■  ■  '■  ■      '■   •« 

w,         (w-|-i).«  /If  4- T 

11  s'en  faut  donc  de  la  quantité  que  l'arbre  et  le 

manchon  exécutent  tour  pour  tour,  et,  par  suite,  le  premier 
éprouvera  pour  chaque  révolution  un  déplacement  longi- 
tudinal de  du  pas  de  la  vis. 

m-hi        ^ 

On  prend  en  général  m  assez  grand  et  le  pas  assez  faible, 
et  on  obtient  ainsi  un  déplacement  extrêmement  lent.  Ce 
mécanisme  est  appelé^  pouf  celte  raison,  engrenage  dtffe* 
rentiel. 


(*)  On  appelle  long  pignon  une  roue  dont  les  deois  présentent  une 
grande  longueur,  sulyant  les  génératrices|  on  en  quelque  sorte  un  cylindre 
cannelé.  De  cette  manière^  une  autre  roue  peut  se  transporter  dans  toute  «a 
longueur  sans  eesaer  d*eiigrener  avec  luK 
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Exemple  IL  —  Comme  exemple  du  second  problème, 
je  chercherai  les  rayons  que  Ton  doit  donner  aux  roiies 
d'une  cisaille  à  recéperles  pieux  (PI,  VII^  fig.  iio). 

liCs  deux  branches  dé  cette  cisaille  sont  montées  sur  un 
même  arbre  et  mimies  de  secteurs  R,  r.  Sur  un  autre  arbre 
sont  installées  deux  roues  R'  et  r'  qui  engrènent  avec  ees 
derniers.  Déplus,  on  se  propose  de  faire  moiiToîrles  deux 
branches  en  sens  inverses  et  avec  la  même  vitesse.  Pour  cela 
l 'un  des  engrenages  doit  être  intérieur  et  l'autre  extérieur, 
et  le  rapport  des  vitesses  angulaires  égal  à  Tunité, 

On  posera  donc,  en  appliquant  la  formule  fondamentale 
et  substituant  les  rayons  primitifs  aux  modules, 

R     r' 

c'esl-a-dire 

Si  on  joint  à  cette  relation  la  condition  de  tangence 
on  eu  tire,  pour  les  secteurs  en  fonction  des  roues  , 


R'-H'-'    ,      .        R'- 


^  =  R/_  ./  ^'^     '''=«7 


■  r 


r' 


ou  pour  les  roués  en  fonction  des  secteurs, 

R-hr     '  R  +  r 

109.  Problème  de  Youjng.  —  Proposons^ nous,  dans 
les  condi  lions  les  plus  générales,  de  réaliser  un  rapport 
donné  de  vitesse.  Il  est  clair  que  le  rapport  proposé  ne 
peut  être  que  celui  de  deux  nombres  entiers^  puisque  ses 
termes  soiit,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  prodvtit  de  pa- 
reils nombres. 

Si  le  numérateur  et.  le  dénominateur  so&t  U'àsr-siiuples, 
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c'est^-a-dire  ni  trop  grands  ni  trop  petits  (  *  ) ,  on  pourra  se 
contenter  d'une  roue  et  d'un  pignon  dont  iU  sereat  les 
modules. 

Si  on  a,  au  coiïtraire,  des  nombres  assez  considérables^ 
remploi  d'un  équipage  complexe  est  Indispensable.  La  so- 
lution la  plus  naturelle  consiste  alors  à  supposer  toutes  les 
roues  identiques  entre  elles,  ainsi  que' les  pignons. 

Si  nouis  représentons  par  a  le  rapport  de  vitesses  qu'il 
s'agit  de  réaliser  et  par  x  le  rapport  arbitraire  des  mo- 
dules 

• 

6)0  n 

la  formule  (i)  devient 

ou,  en  résolvant  à  l'aide  des  logarithmes  népérietts, 

La 

Toung  a  cherché  à  déterminer  x  par  la  condition  de 
rendre  minimum  le  nombre  total  des  dents  du  train  : 

/(«4-N)=A(Nar4-.N)==/-]S(i.  +  ar)  =  N.Lû.i^. 

Là.T    ' 

Egalons  pour  cela*  sa  dérivée  à  aéro , 

Lx  — ^ 

N.Lfl. 


L^j 


(*)  Il  y  à,  en  effet,  an  minimum  qu'on  ne  peut  dépasser  sans  rendre  le 
tracé  de  répure  impossible.  Des  calculs  assez  compliqués  ont  fourni  à  Sa- 
▼917  les  limites^  snivanties,  dans  lesqtreHes  pr  désigné  le  rappert  des  modules 
de  la.  roue*  et  :  du.  pignon.  : 

7  4-  4p     engrenage  à  lanterne; 
16  -h  2p     engrenage  à  développantes; 
10(1  -h  p)     engrenage  à  iûancs. 
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N  ne  saurait  être  nul,  non  pli^s  que  La,  puisque  a  n'est 
jamais  Tunité,  sans  quoi  il  n^y  aurait  pas  problème.  De 
plus  La:  ne  peut  être  infini,  ce  qui  exigerait  que.x  fût  nul 
ou  infini,  c'est-à-dire  que  n  ou  N  fussent  nuls.  Il  faut  donc 
poser 

I 
La?=i  -f-  -• 

En  résolvant  par  approximation  cette  équation  trans- 
cendante, on  trouve 

^  =  3,59. 

Si  Ton  prend  la  valeur  3,60,  elle  s'exprimera  par  le  rap- 
port des  nombres  18  et  ^  ou  36  et  10,  parfaitement  conve- 
nables cotnme  modules  d'une  roue  et  d'un  pignon. 

En  formant  les  puissances  successives  de  ce  nombre, 
nous  trouverons 

.  /-=     I  2  3  4  5. .  • 

a  =  j:*=3,6o     1^,96    46>66     167,98    604,73. ... 

Si  donc  le  rapport  proposé  a  précisément  l'une  de  ces  va- 
leurs, la  meilleure  solution  sera  celle  de  Young,  dans.  la« 
quelle  on  fera  entrer  un  nombre  de  roues  de  36  et  de  pignons 
de  ,10  fourni  par  la  valeur  correspondante  de  /r. 

110.  S'il  en  est  autrement,  le  rapport  proposé  ne  doit 
pas  cesser  d'être  exprimé  par  une  fraction  ordinaire  que 
l'on  peut  toujours  supposer  irréductible.  On  en  décompo- 
sera les  termes  en  leurs  facteurs  premiers  (*),  S'il  s'en 
trouve  le  même  nombre  au  numérateur  et  au  dénominateur 
et  qu'ils  ne  soient  ni  trop  grands  ni  trop  petits,  on  les 
prendra  pour  modules  d'après  la  formule  générale. 

Sinon  on  aura  la  ressource  de  multiplier  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  tels  facteurs  que  l'on  voudra. 

(')  Pour  faciliter  cette  operatian,  je  placerai  ici  la  liste  des  169  nombres 
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*Piiis  Tou  fondra  par  multiplication  ces  coefficients  avec  les 
précédents,  de  manière  à  obtenir  aux  deux  termes  le  même 
nombre  de  facteurs  convenables  poiir  former  des  modules/ 
Il  j  a  là  un  tâtonnement  et  un  arbitraire  impossibles  à 
éviter. 

On  peut  encore  coinbiner  les  facteurs  qui  se  trouvent  en 
trop  avec  Tunité  placée  dans  Tautre  terme,  en  faisant  en- 
grener des  tîï  sans  fin  à  iin  seul  filet  avec  des  roues  dont  les 
modules  soient  représentés  par  ces  facteur^. 

§  II. 

MÉTHODE  D'HUYGHENS. 

lil.  Si  les  deux  termes  ont  de  trop  grands  facteurs  pre- 
miers,  ou  sï  le  rapport  est  incommensurable,  on  ne  peut 


pr«mie 

\n  înférieurtM 

1000,  qui  suffit 

pour  décomposer  les  nombres  d 

u  pre- 

■nier  million  : 

'. 

3> 

3, 

5; 

7, 

'», 

i3, 

>7» 

'9, 

33 

»9i 

3i, 

37. 

41. 

43, 

47, 

53, 

59, 

61, 

67 

7'. 

73, 

791, 

83. 

89, 

97, 

101, 

io3, 

107, 

109 

ii3, 

127, 

i3i, 

137, 

'39, 

i49. 

i5,, 

'57, 

i63, 

167 

173, 

179» 

181, 

»9', 

Ï93, 

»97» 

«99» 

311, 

233, 

337 

»9. 

333, 

23ô, 

Mi. 

a5i, 

357, 

363, 

a69, 

371, 

277 

j8i. 

383^ 

293, 

307, 

3ii, 

3i3, 

3.7, 

33i, 

•337, 

347 

349. 

353, 

359, 

367. 

373, 

379. 

383, 

389, 

397. 

4oi 

409, 

4<9j 

4ai, 

'43i, 

433, 

439, 

443, 

449, 

457, 

46i 

46Î, 

467, 

479, 

487, 

491, 

499. 

5o3, 

509, 

.  5ai, 

533 

54,, 

547, 

557, 

563, 

569, 

571, 

577. 

587, 

593, 

599 

60., 

607. 

6i3, 

617, 

619, 

63i, 

64i, 

643, 

647, 

653 

659, 

661, 

673, 

^77, 

683, 

69», 

701, 

709» 

7«9, 

737 

7», 

739t 

743, 

7:)!, 

757, 

761, 

769» 

773,. 

■787, 

797 

««9, 

81Ï, 

821, 

823. 

837, 

829, 

839, 

853, 

857, 

859 

863, 

877^ 

88., 

883, 

887, 

907, 

9»i, 

9'9, 

929, 

937 

94', 

947 1 

953, 

9^7.. 

97», 

977- 

983, 

99», 

997-. 

On  abrégera  beaucoup  les  recherches  de  ce  gjBnre  en  employant  des  tablée 
de  dWisenra.  Celles  de  Barlow  atteignent  1  o  ooop  celles  de  Chernae  1  020  000, 
enfin  celle»  de  Burckardt  ont  été  |>ott»dée«  jusqu'à  3  p36  000. 
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cpie  proc«cler  par  approximation  (*),  en  cherchant  des  frac-* 
tîons  aussi  simples  et  aussi  peu  différentes  que  possible  de 
la  proposée.  On  suivra  pour  cela  une  méthode  employée 
pour  la  première  fois,  par  Hujghens  et  qui  r^ose  sur  la 
théorie  des  fractions  continues. 

On  développera  sous  cette  fonne  le  rappcM't  proposé^  on 
en  calculera  toutes  les  réduites^  et  on  choisira  parmi  elles  la 
plus  convenable.  Si  aucune  n'est  jugée  telle,  on  aura  re- 
cours aux  réduites  intercalaires. 

On  peut  encore  se  procurer  un  grand  nombre  de  frac- 
tions peu  différentes  delà  proposée  en  opérant  de  la  manière 

suivante.  Soit  t  le  rapport  et  —,  la  dernière  réduite.  On 

,  ,      .  ak      a^k'  , 

peut  leur  substituer  exactement  tt  »  7777  >  quels  que  soient 

les  valeurs  et  les  signes  des  nombres  entiers  k  et  k'.  Si  ces 
fractions  étaient  rigoureusement  égales  entre  elles,  elles  le 
seraient  aussi  à  la  suivante 

bk-^b'k' 
qui  est  formée  en  les  ajoutant  terme  à  terme.  Or  elles  sont 
peu  différentes  l'une  de  l'autre,  et  cette  transformée  est 
comprise  entre  les  deux*  Par  suite  ou  pourra,  sauf  une 
faible  erreur,  prendre  cette  dernière  pour  le  rapport  pro- 
posé, n  sera  toujours  bon,  du  reste,  d'évaluer  la  différence 
pour  se  faire  une  idée  du  degré  d'approximation  ob- 
tenu (^).  Quant  au  choix  à  faire  pour  les  valeurs  de  k 
et  k'^  on  ne  pourra  que  recourir  à  des  tâtonnements  en 
cherchant  à  former  des  fractions  dont  les  deux  termes  se 
décomposent  en  facteurs  premiers  suffisamment  sômples. 

(')  L'horlogerie  de  précision  présente  des  cas  où  il  est  nécessaire  de  réa- 
liser rigoureusement  un  rapport  commensurable»  mais  très--compliqué.  On 
emploie  alors  des  appareils  d*une  nature  spéciale;  q«*on  appetteiowiga^iJlf/^ 
férentiels  et  epieycloïdnux,  et  qui  feront  Tobjet  du  chapitre  suiruit. 

(*)  L^une  quelconque  de  ces  difTérences  a  po«i>  Talaur  sbiola^  â!ft|>cite  le 
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112.  Exemple  I. — Rouage  liinaij^.  —  Pjroposons-uoujs 
de  relier  deux  axes  dont  Ttin  sirive  la  révolution  synodique 
de  la  lune^  tandis  que  l'autre  effeciue  sa  rotation  en  douze 
heures.  La  valeur  exacte  de  cette  période  est  en  temps 
moyen 

on,  en  la  rapportant  au  jour, 

29i,63ô6. 

Gomme  d'ailleurs  douze  heures  forment  la  moitié  du  jour, 
le  rapport  à  réaliser  est  ici 

29,5306 

ou,  en  simplifiant, 

147653 

aS-oo 

et  en  mettant  la'  conlposîtion  des  deux  termes  en  évidence  : 

11.31.433 

2.2.5.5.5.5 

€omme  il  est  impossible  d'admettre  dans  Téquipage  une 
roue  de  433  dents,  noi^s  devons  renoncer  à  réaliser  rigou* 
reosement  le  rapport  proposé. 

Nous  le  développerons  donc  en  fraction  continue  de  la 
«nanvfere  suirante  : 


59  + 


tSH- 


3  H- 


14- 


I 

'.3' 


théorie  des  fractions  continues. 


Si  donc  h  et  P  sont  de  grands  nombres,'rerréur  sera  dd Tordre  des  ln- 
terse»de  learB  evrrés^  d^t*à-dire  insig^ttitBr    . 
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Cl  nous  formeront  les  réduites 


^=h. 


î)45_ 

3.3.3.5.7 

.«949_ 

2.2.2.2 
'949 

33  - 
2894  _ 

-3.n' 
a. 31.37 

49  " 
4Ô253 

817  " 

7.7 

73.661 

19.43 

La  première  fraction  a  été  employée  par  Oughtred  dès 
1677.  Elle  ne  correspond  qu'à  une  période  de  29  y  jours, 
et  ne  peut  être  considérée  par  conséquent  que  comme  une 
première  ébauche.  Le  second  rapport  a  qté  construit  par 
Ferguson;  il  se  trouve  en  excès  de  57*,  a  par  lunaison. 
Parmi  les  autres  réduites  Ja  quatrième  seule  pourrait  en- 
core être  employée  5  elle  ne  donne  lieu  qu'à  une  avance 
de  1',  o5  sur  chaque  période. 

En  se  servant  des  réduites  intercalaires,  on  obtient  les 
valeurs  suivantes  qui  ont  été  indiquées  par  Willis  : 

2894>i+i949  ^  4543  ^  ?9'^^7  ^^^  _,8,  6^ 

49.14-33      ^82  2.41  cmur--o,t>o, 

2894.6 -f- 1949  _  '93^3  _  7-31.89  _ n»  fi^ 
49.64^33     ""    327    ^    3.109 

48253.2 --1-2894 99400 2.2.2.5.5.7.71  ^ 

8,,.2-h49,    ~l68â""       3. 3. II. 17  -Hi,o3. 

On  peut  encore  recourir  à  la  formule  générale 

147653.;^  4- 48253. A/ 
2500.X4-817.A' 

pour  retrouver  des  résultats  dont  la  plupart  ont  été  obte- 
nus par  d'anciens  géomètres  en  suivant  des  voies  toutes 
différentes.  On  arrive  ainsi  aux  combinaisons  suivantes.: 
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143.  Exemple  IJ[.  — Rouage  solaire»  r^  Cherchons  de 
même  à  teWer  deux  axes,  de  manière  que  l'un  donne  le  jour 
et  Fautre  Tannée  tropique,  qui  a  pour  valeur 

365J5M8»48', 
ou,  en  la  rapportant  au  jour, 

Le  rapport  à  réaliser  est  donc,  en  revenant  de  la  fraction 
périodique  mixte  à  la  forme  ordinaire, 

365242  —  36524 328718  _  164359 

900  900         4^^ 

et  en  mettarrt  les  faipteurs  premiers  en  évidence 

13.47.269 
2.3.3.5.5' 

Malgré  sa  complication,  celte  forane  a  été  employée  par 
Pearson.  .      > 

Pour  avoir  des  résultats  plus  simples,  sinon  aussi  exacts, 
développons  en  fraction  continue 


365 


4  + 


7  + 


^■^ 1 

3 


et  formons  les  réduites  silccessives 
365  _  5.73 


-5 
I  1 


i46i  _  3.487 
4         2.2 

10592  2.2.2.2.2.33l 


iao53 '7*7^9 

""iÏ3"~"    a.i.i    ' 
46751  _^         467^1 

128     "~  2. 2. 2. 2. 2. '2.2 

588o4  2 . 2 . 6ï . 24 I 

i6i  7.23 

La  première  a  été  construite  par  Oronce  Finée  vers }  700  (^  ); 
elle  ne  représente  que  l'année  ordinaire  de  365  jours.  La 
dernière  Ta  été  par  Janvier*,  elle  est  compliquée,  mais  fort 
approchée,  et  ne  pèche  par  excès  que  de  i*,  2.  Les  autres 
fractions  ne  sauraient  être  utilisées. 

En  recourant  aux  réduites  intercalaires,  Willis  a  indi- 
qué la  valeur  suivante  : 

58804. 14-46751 io5555 3.5.31.227 

161,14-128  289     "^       '7-^7 

01e  né  produit  par  an  qu'un  retard  de  o*,^. 
Si  l'on  forme  encore  l'expression  générale,  elleidonne  ici 

164356.x  4- 588o4.r 
^5o.Â--+- 161.*' 

En  faisant  d'abord 

^•r^  7,     ^'  = — jaa, 
fmtroav^ 

443175 _  3.5.5.23.83 
392  2.2,2.7.7 


(*]  Oronce  Finée  se  proposait  de  relier  deux  «rbret  dont  lès  révtiltriion* 
s'opéraient  ISnve  en  3  et  Tâutro^n  36B>joYas.  Leionage  qu'il.*  employé e»t 
ainsi  composé  : 

12  —  48 

36 i8d 

48— 4a 

On  reconnaît  de  suite  rinutilUé  d'une  •pareille  complication. 
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c'est  la  solution  indiquée  .par  le,P.  Alexandre,  et  depuis 
par  Camus  et  Fei^uson.  Elle  donne  une  avance  de  lo^âp. 
En  faisant  au  contraire 

on  obtient  ce  résultat  de  Willis  : 

94963  __  II. 89. 97 

260  2.2.5» l3    ^ 

qui  se  trouve  aussi  en  excès  de  j*,  38. 


S  ni. 

TABLES  DE  M.  BROCQT. 

114,  Les  méthodes  précédentes  sont  compliquées  et  at- 
tendent beaucoup  du  tact  personnel  du-  calculateur,  car 
elles  laissent  une  grande  indécision  dans  la  direction  du 
tâtonnement.  M.  Brocot  a  réussi  d'une  manière  ingénieuse 
à  simplifier  ces  recherches  et  à  fournir  sans  aucun  calcul 
une  première  approximation  qui  pourra  souvent  être  jugée 
suffisante  et  qu'il  sera  toujours  possible  d'ailleurs  de  per- 
fectionner dans  chaque  cas  particulier.  Dans  ce  but  il  a 
construit  une  table/ondée  sur  un  grand  nombre  de  lemmes 
que  nous  pouvons  réduire  aux  deux  suivants  : 

Lemme  I.  •—  Lorsque  deux  fractions  diffèrent  de  l'unité 
dfvisée  par  le  produit  de  leurs  dénominateurs,  Ja  fraction 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme  est  la  plus  simple  de 
toutes  celles  qui  sont  comprises  entre  les  proposées. 

Si  nous  supposons  en  effet 

a       a' I   ^ 

ou 
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m 


Ci  si  nous  dësignoos  par  —  une  fraction  quelconque  telie 


n 


que  Ton  ait,  par  exemple, 


/î        w        /f  -4-  n 


nous  tirerons  de  là 


a        a  -h  a         a        /// 

ab'  —  ba'        an  -r-  bm 
b[b^b')^        Ik       ' 

I       ^^  ^'^  —  ^"' 


D'ailleurs 


an  —  bm  ^  r, 
multipliant  par  la  précédente  il  reste 

et,  par  suite,  en  multipliant  par  la  première  inégalité, 

ce  qui  montre  que  la  fraction  —  a  des  termes  plus  compil- 
er+«t' 
ques  que  ^-pp- 

Lemmb  U.  -^Lorsque  deux. fractions  di fièrent  de  Tunité 
avisée  par  le  produit  de  leurs  dénominateurs,  la  fraction 
obtenue  «n  les  ajoutant  terme  à  terme  remplit  la  même 
condition  par  rapport  à  cha,cune  d'elles. 

Si  nous  supposons  en  eflet 

a       a'  I 

ï'^  IP  '^  FP' 

ab'  —  ba'  =51, 
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op  aura  identiquement 

a       a  -ha' ab'  —  ba'  .  i 

?"  r+TÂ^—  b(b-hb')  ~  b{b-hb')' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

115.  Si  nous  remarquons  maintenant  que  -  et  -  sont 
des  fractions  qui  remplissent  les  conditions  voulues,  il  suit 
de  ces  deux  lemmes  que  la  fraction  =  -  est  la  plus 

^  1  -f-  I  2  ^ 

simple  de  toutes  celles  qui  sont  comprises  entre  elles  et 
qu'elle  remplit  encore  avec  chacune  d'elles  les  mêmes  con- 
ditions. Par  conséquent 

o  -h  I         I  ï  -h  i         2 

=  TT     et 


I  -f-  9.  3  2  +  1  3 

seront  léà  fractions  les  plus  simples  que  l'on  puisse  insé- 
rer entre  la  troisième  et  chacune  des  deux  premières,  et 
elles  rempliront  avec  leurs  deux  voisines  les  conditions  en 
question;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

En  suivant  cette  marche  M.  Brocot  a  formé  toutes  les 
fractions  qui  se  présentent  successivement  et  dont  le  déno* 
minateur  ne  dépasse  pas  loo.  11  les  a  converties^  en  déci> 
maies  à  dix  figures  et  disposées  en  forme  de  table.  Celle-ci 
renferme  trois  colonnes,  dont  Pune  dbnne  la  valleup  décî maie 
et  les  deux  autres  le  numérateur  et  le  dénominateur.  On 
possède  par  là  une  série  de  3b53  fractions  d'ontjes  termes 
n'ont  que  deux  chiffres  et  dont  chacune  remplit,  par  rap- 
port aux  deux  voisines,  la  condition  que  leur  différence 
soit  égale  à  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs. Cette  diâerence  est,  bien  entendu,  variable,  mais 
on  peut  a  en  faire  une  idée  par  sa  valeur  moyenne  qui  sera, 
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d'après  le  nombre  de  ces  fractions,  ^-77  ou  avec  dix  figures 
0,0003274394  {*). 

116.  Pour  se  servir  de  cette  table  on  commencera  si  le 
rapport  proposé  n'est  pas  moindre  que  Tunitëpar  l'y  ra- 
mener. On  pourra,  pour  cela,  soit  le  renverser,  soit  consi"» 
dérer  à  part  la  partie  fractionnaire.  Après  l'avoir  réduit 
en  décimales  op  cherchera  si  par  hasard  il  se  trouverait 
exactement  dans  la  table,  et  dans  le  cas  contraire  ou  notera 
les  deux  valeurs  qui  le  comprennent.  Si  la  plus  voisine 
ou,  à  son  défaut,  si  Tautre  est  dëcomposable  en  facteurs 
convenables  et  si  elle  est  suiSsamment  approchée,  on  pourra 
s'en  tenir  là. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  se  servira  des  deux  valeurs  voi- 
sines qui  remplissent  les  conditions  fondamentales  pour  res- 
serrer davantage  l'approximation  en  les  ajoutant  terme  pour 
terme  d'après  Tapplication  des  deux  lemmes  précédents.  Et 
Ion  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  Ton  obtienne  une  frac- 
tion dont  les  termes  soient  convenablement  décomposablès 
et  dont  l'approximation  soit  jugée  suffisante* 

117.  La  formation  successive  des  fractions  est  des  plus 


(*)  Ces  tables  ont  été  publiées  à  la  fin  du  fascicule  de  M.  Brocot.  J'en 
donnerai  le  spécimen  suivant  pour  facilitée  rinteiligence  de  Texempld  numé- 
rique que  je  prends  plus  loin  : 


H. 

n. 

Fractton  déolnak 

61 

63 

0,9682539683 

9» 

95 

o,968/|2io5a6 

3i 

3a 

0^9687500000 

94 

97 

0,9690721649 

63 

65 

0,9692307692 

95 

98 

0,9693877551- 

3a 

53 

0.969696969.7 

97 

100 

0,9700000000 

65 

67 

0,9701492537 

33 

3!i 

0,9706883353 
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simples,  mais  il  n'en  serait  pas  de  même  du  calcul  de  Tèr- 
reur  si  l'on  devait  pour  la  trouver  réduire*  en  décimales 
par  la  division  tous  les  rapports  trouvés.  Mais  on  peut  fa- 
cilement obtenir  ces  erreurs  sous  la  forme  dé  fractions  or- 
dinaires par  dés  additions  et  soustractious  convenablement 
dirigées.  C'est  ce;  qui  résulte  du  lemnie  suivant  :      ' 

,  Lemme  ni.  —  Lorsqu'un  rapport  est  représenté  approxi- 
mativement par  deux  fractions  qui  le  comprennent  et  qu'on 
ajoute  celies-^ci  terme  à  terme,  la  nouvelle  erreur  se  déduit 
des  deux  premières  en  ajoutailt  de  même  lies  valeurs  abso- 
lues de  leurs  dénominateurs  et  les  valeurs  algébriques  dé 
leurs,  numérateurs.         *• 

Sojt,  en  effet,  un  ragport  -  représenté   approxîmaiîve- 

mentpar  les  deux  fractions  ,  V 

tes  erreurs^  respectives  sont,  en  mettant  leurs  signes  en 
évidence, 

A  __  rt  ^       flrB  — ftA  V 

B  ""ï""  Jb      * 

A_V_       //A  —  a'B 

B        b''^'^        Vb       ' 

et  l'erreur  cl^erchée  peut  être  mise  sous  la  forme        ^  ^ 

B        b-^-b'  /»B4-  b'B         '      ' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

H8.  Exemple.  — Rouage  de  ij/ercwre.  -*- Cherchons  à 
réaliser  par  un  rouage  le  rapport  87,96926  qui  représente 
la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  Merciire. 

En  séparant  la  partie  fractionnaire  0,96926,  i^Ouâ(  (rou- 
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vons  dans  la  table  comme  nombres  voisins, 

0,96923  =  ^»     erreur     —  q,oooo3, 

0,96938  =  ^?     erreur     -+-0,00012. 
*^ 
On  prendra  donc 

63_g7i8_  2.3.953 
•'"^65"^    65    "■     5.i3    '    • 
^        95 862 1 37 .  233 

La  première  fraction  est  assez  approchée,  maïs  elle  renferme 
le  facteur  irréalisable  pSS.  La  seconde  serait  plus  facile  à 
construire,  mais  elle  est  moins  exacte  et  on  peut  souhaiter 
une  approximation  plus  satisfaisante.  On  formera  pour  cela 
la  série  : 

5718-4-8621  __  14339 i3.iio3 

65  +  98   ~  "763"  ^   i63  ' 

5718  "f- 14339 20057 3i  .647 

65-Hi63   "^  228    2.2.3.19' 

57 18 -f- 20057 ^5775  __  5.5.io3t 

65  -+-  228     293      293 

5718 -H  25775 31493  _  7 ♦  Il . 409 

65-1-293     358     2^79 

5718-1-  3 1493 3721 1 127.293 

65  4-358     """4^"^  3.3.47  ' 

Ce  dernier  rapport  peut,  à  la  rigueur,  se  construire  avec 
des  roues  de  127  et  de  293  et  des  pignons  de  9  et  de  47. 
L'erreur  qu'il  laisse  n*est  plus  que  de  0,000007  ou  moins 
de-ir  de  la  précédente. 
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CHAPITRE  IX. 

ENGRENAGES  ÉPICVCIOIDAUX. 


THÉOBTK  GÉNÉRALE. 

H9.  CoBTSTiTUTioN  DES  TBAIMS- — Nous  distiogueroDSi 
les  roues  cm  concentriques  ou  épieycloïdales^  suivant  que 
leur  centre  est  fixe  ou  qu'il  décrit  lui-nyème  un  cercle.  JLe 
premier  mode  est  évidemmeiu^  le  plus  simple  et  le  plus 
employé.  Mais  nous  venons  de  voir  qu'il  ne  répond  pas  k 
tous  les  besoins,  et  on  est  conduit^  pour  réaliser  exacte* 
ment  des  rapports  de  vitesse  compliqués,  imposés  le  plus 
ordinairement  par  une  question  d'hcH^logerie  astronomique, 
à  employer  les  roues  épicydo'idales.  Dès  que  l'une  au  moins 
des  roues  se  trouve  dans  ces  coudiûO'iis,  Tensemble  con- 
stitue un  train  épicycloïdaL 

Cette  Catégorie  présente  les  appareils  le^  plus  compli- 
qués et,  en  apparence,  îes  plus  divers*  On  peut  cepeqdant 
y  discerner  un  petit  nonlbre  de  traits  ccnnmuns  qui  per- 
mettent d'en  établir  la  théorie  générale.  Elle  a  été  formulée 
pour  la  première  fois  par  WiUis;  On  s'y  propose  de  calculer 
le  rapport  de  vitesses  angulaires  des  roues  extrêmes,  qui  est 
constant  comme  dans  les  trains  ordinaires. 

'  420.  Nous  distinguerons  dans  uu  train  épicyelôïdal 
quelconque  une  première  roue  A  et  une  dernière  roue  A\ 
La  première  est  toujours  concentrique,  la  dernière  est  con- 
centrique ou  épicycloïdale.  Un  lei^ier  L  est  concentrique  à 
la  première  roue  A.  Il  porte  Taxe  de  la  dernière  A' et,  en 
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outre,  ceux  des  roues  intermédiaires  Ai,  A,,  As,. ,.)  (jiic  notis 
aumérotoflis  dans  Tordre  de  leur  suceession  depuis  la  pré"- 
mîére  jusqu'à  la  derûète  roiie..  Disons,  pour  n^y  plus  re- 
Teuir,  que  ce  levier  peot  aflecier  d>e9  formes  très-diverses, 
«elles  qu'une  barre,  vue  roue,  etc.  Il  doit  être  léger,  cdr  ces 
appareils  sont  toujours  délicats;  on  Téqui libre  en  outre  par 
an  coatre-poîds  qui  ramène  le  centre  de  gravité  sur  Taxe 
afin  d'éviter  les  flexions  et  aussi  l'aiocéléraCîon  de  la  pesan- 
teur quand  le  DEkouvement  a  lieu  dans  un  plan  rertica). 

Si  on  fixe  parla  pensée  le  levier  L,  le  mouvement  relatîf 
devient  celui  d'un  train  ordinaire,  puisque  tous  les  centres 
s'y  trouvent  places.  Ce  train  admet  un  rapport  X  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  dernière  roue  à  celle  de  Ja  première, 
qui  sera^  d'après  la  formule   trouvée  pour  ce  genre  de 

trains  (107)  : 

aa^  a^ 


X=- 


tfi^a^i 


en  désignant  par  les  lettres  minuscules  les  module^  des  dif«- 
férehtes  roues.  Ce  rapport  sera  affecté  d'un  signe  positif  om 
négatif  suivant  que  A  et  A'  tournent  en  même  sens  ou  en 
sens  contraires,  ce  qui  dépend,  dans^  chaque  cas,  du  nombre 
des  roues  et  de  leur  position  intérieure  ou  extérieure. 

Je  désignerai,  en  outre,  par  a,  ût'  et  /  les  vitesses  angu- 
laires absolues  de  A,.  A'  et  L.  Pour  fixer  Içurs  signes  on 
adoptera  à  volonté  un  sens  positif.  Parfois,  à  la  vérité,  ce 
train  renferme  des  roues  d'angle,  mais  cela  n'introduit  pas 
de  difficulté,  car  les  roues  extrêmes  et  le  levier  ont  toujours 
Jeurà  axes  parallèles.  '   ,  , 

121.  Quelquefois  les  roues  extrêmes  sont  indépendantes 
et  on  leur  communique  des  vitesses  arbitraires  «  et  a',  d'où 
résulte  pour  le  levier  une  certaine  vitesse  À.  Ces  appareils 
formeront  un  pre^nier  genre. 

Le  plus  souvent,  au  contraire,  il  existe  pbur.ljout  le  sys^ 

lO. 
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lèm€  un  moteur  unique  M  animé  d'une  vitesse  absolue  jùt, 
et  que  je  supposerai,  pour  plus  de  clarté,  distinct  des  trois 
pièces^  essentielles  A,  A'  et  L,  Ce  moteur  est  mis  eh  con- 
nexion avec  deux  quelconques  de  ces  trois  pièces,  et  1^  troi- 
sième prend,  d'après  cela,  un  mouvement  déterminé.  Mais 
il  peut,  a  cet  égard,  se  présenter  deux  cas* 

Dans  un  second  genre  le  moteur  agit  âur  les  deux  roues 
extrêmes  p^ir  des  trains  ordinaires  B,  B^ B»  •  » .  et  B*, B'^l?,  ^ . . , 
pour  lesquels  je  désignerai  par  iPo  et  ofe'  les  rapports  de  vi- 
tesses pris  de  A  à  M  et  de  Al-  à  M.  On  aura  encore. 

en  réglant  d'ailleurs  les  signes,  suivant  que  A  et  A'  auront 
ou  non  le  sens  de  M  que  Ton  peut  prendre  pour  positif. 

Dans  un  troisième  genre  le  moteur  agit  sur  la  prenîière 
roue  et  sur  Ife  levier  par  des  trains  ordinaire^  BiBsB,. . .  et 
CiCjGs. . .,  dont  je  désignerai  les  rapports  de  vitesses  par 
i)l>  et  f.  Ils  nous  seront  encore  immédiatement  connus  sous 
la  forme 

1^)=  T—r-T 9      r= , 

en  fixant  les  signes  de  la  même  manière  que  tout  à  l'heure. 

On  ne  saurait  établir  un  quatrième  genre  pour  le  cas 
d'une  connexion  directe  du  moteur  avec  le  levier  et  la  der- 
nière roue.  Car  celte  connexion  ne  saurait  exister,  si  la 
dernière  roué  est  épicycloïdale,  et  si  elle  est  concentrique 
rien  n'empêche  d'en  faire  la  première  roue.  Nous  range-^ 
rons  donc  tous  les  trains  épicycloïdaux  dans  les  trois  genres 
suivants  : 

Prbmieu  gejîbb,  —  Boues  extrêmes  indépendantes, 
.  Deuxième  CEiciiB. — Connexion  entre  les.  roues  extrêmes. 

Troisièice  ce»re. —  Connexion ^ntre  la  prenîière  roue 
et  le  levier. 
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lââ«  Foumules  fomdàmbhtalbs.^ — Les  vitesses  relatives 
des  deux  roues,  par  rapport  au  levier,  seront  évidemment 
a  —  X  et  a' —  X,  et  comn^e  X  désigne  leur  rapjjort, 

>    a  —  X 
d'où 

Telle  est  la  formule  fondamentale  du  premier  genre,  elle 
exprime  X  en  fonction  linéaire  des  vitesses  arbitraires  oc. 
et  (k\  ' 

Pour  le  second  genre  nous  avons,  par  définition, 

la  formule  (i)  devient  dès  lors 


(2)  ^=  r  .  t*' 

elle  exprime  la  vitesse  du  levier  en  raîjson  directe  de  celle 
du  moteur. 
Nous  avons  de  même,  pour  le  troisième  genre, 

la:  formule  (i)  devient  alors 

et  on  en  tire 

(3)  a'  =  [,itfti-+-,(i  — Jl>)r]ft, 

pourexprîmer  la  vitesse  de  la  dernière  roue  en  raison  di- 
recte de  celle  du  moteur. 
On  comprend,  d'ajprès  cela,  comment  les  trains  épicycloï- 


dauK  pourrojat  se  prêter  à  la  rfialisaâon  de  rappc^ls  excep- 
lionnels  pour  lesqueU  le^  trains  ordinaires  ne  sauraient 
convenir;  e^r  les  formules  ont  complélenieQt  changé  de  na- 
ture, el,  au  lieu  de  la  f^rme  monôme,  elles  ont  pris  celle 
d'une  somme  ou  d'une  diflerenoe  de  fraciions.  On  peut  donc 
chercher  à  décomposer  le  rapport  proposé  en  deux  autres 
fractions  dont  les  facteurs  premiers  se  prêtent  mieux  que 
ceux  du  proposé  à  la  composition  des  modules  des  roues. 
Indiquons  rapidement  la  manière  d'effectuer  ce  genre 
d^ opération  s. 

123,  Décomposition  des  fractions.  — On  peut  toujours 

supposer  le  dénomîrialctir  de  îa  fraction  proposée  —  décom- 

posable  en  jtroîs  fact)ears,  quand  on  devrait  pour  cela  en 
introduire  aux  deux  termes.  De  plus,  chaque  manière  d'opé- 
rer cette  décomposition  pourra  servir  de  point  de  départ  au 
calcul  que  je  vais  indiquer. 
Je  suppose  donc  que  l'en  ait 


et  je  pose 

m. 

^^^^^Tj 

d'où 

m 
n 

X 

""  qr 

ou,  plus 

généralement^ 

m 

X 

-^qh  ^ 

y—ph 

n  " 

qr 

f 

en  introduisant  uo  n^^mbre-entier  et  arbitraire  h  positif  ou 
négatif.  Il  suffira  donc  de  trouver  pour  a:  et  j^  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  satSsfaisant  à  îa  seconde  équation.  On  aura 
pour  cela  recours  à  la  théorie  de  l'analyse  indéterminée  gui 
îbùrnîrâ  ce  système  de  solutions,  sousla  seule  réserve  que 


p  et  9  soient  premiers  «ntrcéux^ta^cc  m,  ce  qu'il  est  tou- 
jours facile  d'oblenir- 

124.  Exemple  (*). — S'il  s'agît,  par  exemple,[d6  réaliser 
le  rapport  du  temps  sidéral  au  temps  moyen 

84or 

on  le  mettra  d'abord  sous  la  forme 

31.271 
39.216 

et  on  décomposefa,  comme  nous  allons  le  voir,  la  seconde 
fraction  dans  leB  deuit  suivantes, 

271  19       25 

216       24       M' 

de  sorte  que  le  r^porit  proposé  deviendra 

3t* .  19      .3r  .25 
*9-24       39*54' 

Pour  opérer  la  ^décomposition  de  la  seconde  fraction, 
comme  le  numérateur  est  premier  et  que  le  dénoi^inMoiir 

on  peut  prendre,  en  premier  lieu,  .      ^ 

2116  —  4.9.6, 

ei  poser  .       . 

27i  =  4j?-^9r. 

On  satisfait  à  cette  équation  en  prenant 


(')  Cet  exfinfple  numériqiitiB  est  emprunté  à  Francœui'. 
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ce  qui  donne  d'ane  manière  générale  . 

271 —  a-hgX-       3i — 4^* 

216  9.6  4'6 
3 1  —  jk       gk — 2 

-   24  "^  ~sr'' 

et  en  particulier  les  décompositions  suivantes*: 

'  '  *  216       24      54 
39       20 

"' ^-54' 

35       u 

"'•••, >4     54' 

.  "  ". 24      54' 

27       7 

' .'i-^k 

a3       16 
' ^-^5?' 

^ H?-*-??' 

et  ainsi  de  suite. 
cOn  peut  prendre,  en  second  lieu, 

216  =  3.8.9, 
et  poser 

271  =  3x4-8^. 

Comme  on  satisfait  par  les  valeurs 

^  =  9^«    r  =  —  >  > 
nous  prendrons 

•271 93-h8X*       —  I  —  3  k 

2j6  8. g  3.9 

_93-4'8/       1  +  3^ 


2 


27 
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ce  qui  iournit  les  dëcomposUians  8uivanu*s  : 


^xs  —  3..  .  -^  = 

2l6 

_69  8, 
72   27' 

' — 2 V 

"4-—. 
72   27 

—  1 

85  2. 
72  "^27' 

o .  . 

72   27' 

1.  «  < 

loi   4 

72   27 

2 

109  7  ^ 
72   27 

3 

117  10 

72   27 

et  ainsi  de  suite. 

SU 

EXEMPLES.. 

125.  Premier  genre.  —  Ei^emple  I.  —  Engrenage  de 
Lahire.  —  Le  système  est  réduit  à  sa  plus  simple  expres- 
sion et  comprend  seulement  le  levier  et  les  deux  roues 
extrêmes  (P/.  Vllyjig*  1  n).  La  première  roue  est  fixe  : 

a=:0. 

La  dernière  a  un  rayon  moitié  moindre  \  nous  ferons  donc 

,  oJio:^-^ ^  =s  2| 

avec  le  signe  positif.  En  effet,  la  roulette  tourne  sur  elle- 
même  en  sens  contraire  du  levier,  et,  pour  avoir  le  mouve- 
ment de  la  roue  fixe  par  rapport  au  levier,  il  faut  (XXI)  ]ui 
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transporter  la  rotation  de  celtiî-cl  len  la  <ihangeairt  tïe  sens. 
On  a  dès  lors,  pair  la  formule  (j), 

X  =  — a'. 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  directement.  D'abord  la 
roulette  et  le  levier  tournent  en  sens  contraires.  Ensuite  la 
roulette  se  déroule  deux  fois  sur  la  circonférence  fixe,  et 
par  conséquent  elle  exécute  une  seule  rotation  sur  elle- 
mènie. 

Ce  système  a  été  proposé  par  Lahire  pour  guider  une 
lige  de  pompe  en  ligne  droite.  JVousavons  vu,  en  effet  (81), 
que  dans  ces  conditions  chaque  point  de  la  circonférence 
de  la  roulette  décrit  un  diamètre  du  grand  cercle. 

126.  Exemple  IL  — Plaque  tournante.  —  Lès  roues  ex- 
trêmes sont  égales,  coiKentriques  et  manœuvrées  à  la  main 
[PL  VII y  fig.  112)  avec  des  vitesses  arbrtrair.es  o^  «', 

a  a, 
Ml  •' 

d'où,  en  appliquant  la  formule  (i), 

,       «  +  «'  '         • 

Si,  en  particulier,  on  fait  a'=:o,  le  Byslème  devient 
îdentigue  à  la  plaque  tournante  des  cheiEuins  de  fer,  et  on 
retrouvé  le  résultat  connu  (15) 

'fS7.  "Exemple  Étl.  —  Compteurs  èpîcjcloidaux.  —  On 
!,  (PL  FJI,  fig.  ii3) .  _        ■ 


et,  parla  formule  (1), 


ai    fl 


Si,  en  pariicuHer,  la  roue  .oentrale  e6t  «n  ^iijde  fixe  t 

a  =i  o, 
et  il  vient 

a.' '    MOi 

On  «  fauptoysé,  pour  des  compteurs  «décimaux,  «n  pre- 
mier jieu, 

a=zioiy    £i'=û,  =  100,    ^a=99> 
X  =  10000.»'; 
en  second  lieu, 

a  =  iiiy     a' =10,     ^,=  100,     «1  =  9, 
\  =  1000.  a'. 

Si  on  prend|  en  désignant  par  k  «in  jiORibr,e  entier  quel- 
conque, 

û  =  X'  —  I ,     a!  =  ky 

avec  une  seule  roue  intermcdlaire,  ce  (jui  donne 
^i  =  «a  > 

on  aura,  d'une  manière  générale, 
Di2=XaV 

128,  Exemple  IV.  —  Paradoxe  de  Ferguson.  —  Dési- 
gnons par  A'^Tune  quelconque  des  trois  pièces  A',  A',,  A',, 
qui  jouent  le  rôle  de  dernière  toue  [PL  VU»  fig*  xi4}« 
On  aura 

&  «ntreg  la  prwmére  tohc  est  un  guide  fixe  : 

a  =  o, 
La  formule  (1)  donne  alo» 

a^  —  a 
Par  suite,  suivant  que  a'  sera  supérieur,  égal  ou  inférieur 

% 
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i  â,  la  roue  épicycloïdale  prendra  Une  rotation  df^  même 
sens  que  le  levier,  pu  une  translation,  ou  une  rotation  de 
isens  contraire. 

Le  paradoxe  apparent  consistait  à  adopter  dçs  modules 
dont  la  différence  était  peu  sensible  à  Tœil,  de  sorte  que 
des  rouesy  en  apparence  égales,  prenaient  cependant  des 
mouvements  différents.  Ferguson  employait  les  nombres 
suivants  : 

a  =  10^     fl'  ==  30,     fl'i  =  21 ,     a\  =  ig, 

129.  Exemple  V.  —  Mouche  ffe  Watt.  —  La  mouche  ou 
roue  planétaire  de  Watt  est  l'inverse  du  rouage  de  Lahire 
[PL  VI lï^  fig.  ii5).  La  dernière  roue  est  en  trahslation  : 

a'=o, 

et  la  première  tourne  sur  son  axe  avec  la  vitesse  ft, 
On  a  par  la  formule  (i) 


n! 


a 


Watt  employait  deux  roues  égales  : 


et  obtenait  ainsi 

130.  Exemple  VL  —  Mouche  de  Saladiru  —  La  mou- 
che de  M.  Saladin  est  elle-même  TinVerse  du  système  de 
Ferguson  (PU  VIII ^  fig.  116).  La  dernière  roue  est  en 
translation  : 

a'  =  o, 

et  la  première  tourne  sur  son  axe  avec  la  vitesse  ot^ 
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On  a  par  la  formule,  (  i  ) 


A  =  -r a. 


D'après  cela,  la  vitesse  du  levier  étant  assignée,  ou  peut 
avoir  une  roue  plus  rapide  ou  plus  lente,  immobile  ou 
de  seus  contraire  \  tandis  que  dans  la  mouche  de  Watt 
la  roue  est  toujours  plus  rapide  que  le  levier  et  de  même 

sens. 

131.  Second  genre.  —  Exemple  Vil.  —  Pignon  val- 
seur,—  Le  moteur  M  agit  immédiatement  sur  la  première 

Toixe{Pl.riII,Jlg.iîy) 

la  dernière  est  un  guide  fixe 

'\iV=o. 
On  a,  d'ailleurs, 


ai  a  a  a  -\-  lai 


avec  un  signe  négatif,  car  si  on  fixe  par  la  pensée  L  ou  Aj,. 
les  roues  A  et  A'  prennent  des  mouvements  opposés.  La 
formule  (2)  donne  dans  ces  conditions 


\  = 


Le  rapport  de  valse  —  sera 

>         fx    >v       (fx       \      a     J  \        a,] 

Si,  par  exemple,  a  =  ^ii, 

a,      ■     . 
y=4. 
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le  pignon  fait  quatre  tours  sur  lui-même  pour  uae  wbto- 
lution. 

Ce  système  a  ï^eçu  de  nombreuses  applications*  Je  citerai 
les  automates  valseurs  des  orgues  de  Barbarie^  ]e  mouve- 
ment des  satellites  dans  les  planétaires  les  plus  simples-,  la 
plume  géométrique  de  Suardi  pour  le  tracé  des  épîcycloïdes 
allongées  ou  raccourcies,  très-utiles  pour  le  dessin  d'orne- 
mentation 9  enfin  lacorderie  du  Grand  Hornu  pour  la  con- 
fection des.  câbles  de  mines,  qui  sont  composés  de  cordes 
enroulées  en  hélice  Tune  sur  Pautre  et  formées  citacune  de 
la  même  manière  de  brins  tordus  en  hélice. 

132.  Exemple  VIII.  — Horloge  lunaire  de  Sfudge,  — 
Le  mécanisme  est  symétrique  comme  disposition  générale 
sinon  comme  modules  (PL  FIII^  fig.  118).  On  a  évidem- 
ment 

JL  =  — .  —  f!  —  —  ~  —  — 
a^a''^       a' 

Et  la  formule  (2)  donne 


Ce  système  a  été  appliqué  par  Mudge  en  1767  et  par  Pec- 
queur  et  Perrelet  en  1823. 

133.  Exemple  IX.  —  Train  à  potence.- — On   trouve 
facilement  [PL  FUI,  fi  g.  119) 

A  h' 

avec  des  signes  contraires,  car  les  sens  des  roues  Bt  et  B', 
sont  évidemment  opposés.  On  a  aussi 


€{  la  formule  (a)  devient 

bt  a^  a!       b\  aaih\h\'\^ a' axh\V , 

Tindiquerai  comme  exemple 

az=:&l^     tf  I  =  49»'     ^a  =  4'>      fl'=5l, 
^,  =:  ^',  =  lOO,      bi  =  ^'j  =  lO, 

'X  =  25ooo .  ^. 

134.  Ex£MPi.E  X,  —  Train  à  huit  routes  d^ang^eSyprn" 
mière  forme.  —  Si  Ton  fait,  attention  au.  systÀme  de  hat- 
chures  qiii  est  destiné  à  mettre  en  évidence  la  connexion 
des  différentes  pièces  dans  ce  premier  type  (P/.  VllI^ 
fig.  i2o),  on  trouve 

lft,=:-4-T^V     tft,'  =  — -!., 

a?€e  des  jégnss  eont^aîre»,  cai?  les  sens  de  Bj  et  B'â  sont 
opposesV'Ën  autres 

a    Qr 

avec  le  signe  négatif  5  car  si  on  fixe  le  levier  L,  les.  roues  A 

et  A'  prennent  des  sens  différents.  Dès  lors  la  formule  {2} 

devient 

^^    «^^   ,    ^ 

b^    ax  a'        b\.  aa^b^Uy  —  a' Oxb^b', 

>=:;:  a=a       .        -  *^ ; T^f». 

a  Ui  bib^[aa2-\-a'ax)     ^ 

Ox  a 
J'indiquerai  conmie  exemples  : 

a  =  i5^  4»'=  17, 

Ox  =  16,  «j==  i3, 

bi  =  19,  ô,  =  23, 

^^=.6i,  ô;=sjo3, 

f.  =:  I  106323. X, 
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et,  ^ix  second  Heu, 

a' =65,     ^,  =  84,     ^,==106,     ^',=  82, 
-  ^=xio86465o2.>, 

rapports  absolument   irréalisables  avec   des    trains   ordi- 
naires. 

135.  Troisième  geicre.  —  Exemple  XL  —  Train  à  huit 
roues  d^ang/e^  seconde  forme.  — Le  croquis  est  identique 
au  précédent,  mais  If  s  hachures  Indiquent  d'autres  con- 
nexions (PL  F^IlIj  /ig.  111)  qui  nous  reportent  dans  le 
troisième  genre  et  nous  obligent  à  invoquer  Téquation  (3). 

On  a  d'abord 

A,  c,     ' 

Dl)  =  -f-T^j     r  =  — -i, 

«  — .  ^  ^». 

«/le  — ^  *""  ~7î 

«lu  ' 

ces  formules  n'ont  pas  changé,  leur  notation  seule  est  trans- 
formée. Mais  il  vient,  en  les  reportant  daûs  la  relation  (3)^ 

136.  Exemple  XII.  —  Horloge  lunaire  de  Pecqueur, 
—  La  première  roue  est  un  guide  fixe  [PL  yill^Jlg,  122) 

ift)  =  o. 
La  connexioh  du  moteur  au  levier  est  directe  : 

Ci 

'Enfin  nous  avons 

a  Oi 

el,  =  H 7- 

Ht  a 
Et  la  formule  (3)  devient 

a'== {  I 7    f*  =  ^ -, '—it. 
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absolu  et  dans  la  figure  mobile.  Le  premier  est  un  cercle 
qui  a  pour  rayon  la  bielle  et  pour  centre  le  point  de  croise- 
ment; car  le  centre  instantané  est  le  quatrième  sommet  du 
rectangle,  les  deux  diagonales  sont  égales,  et  par  suite  la 
distance  du  sommet  au  point  de  croisement  reste  constante. 
Le  second  est  un  cercle  qui  a  la  bielle  pour  diamètre,  car 
le  centre  instantané  occupe  constamment  le  sommet  d'un 
angle  droit  inscrit  sur  cette  bielle.  Donc  le  mouvement 
continu  revient  au  roulement  d'un  cercle  dans  un  autre 
de  rayon  double. 

Il  est  facile,  en  outre,  d'établir  les  deux  propositions 
suivantes,  dont  je  supprime  la  démonstration  :  La  trajec- 
toire de  tout  point  de  la  bielle  ou  de  son  plan  est  une 
ellipse  qui  a  pour  axes  les  droites  rectangulaires.  Elle  se 
réduit  à  un  cercle  pour  le  centre  de  la  circonférence  mo- 
bile et  à  au  diamètre  du  cercle  fixe  ou  flanc  (81  )  pour  les 
points  de  cette  circonférence  mobile.  En  outre,  Tenveloppe 
de  la  bielle  est  l'épicycloïde  décrite  par  le  roulement  d'un 
cercle  dans  un  autre  de  rayon  quadruple. 

156.    CoMBII>fAISONS  DE.  MOUVEMEATT.  LcS  Cas  qUC  UOUS 

Tenons  de  considérer  sont  les  seuls  qui  intéressent  la  pra- 
tique pour  une  raison  facile  à  comprendre.  En  effet,  le 
mouvement  d'une  bielle  étant  toujours  extrêmement  com- 
pliqué, les  efforts  qu'elle  transmet  seront  très-variables  en 
grandeur  et  en  direction.  Il  est  donc  nécessaire  de  soigner 
particulièrement  les  guides  des  pièces  conduites,  et  pour 
cela  de  ne  leur  attribuer  que  des  mouvements  simples,  tels 
que  la  rotation  ou'le  mouvement  rectiligue,  ce  qui  fournit 
les  trois  combinaisons  précédentes. 

11  y  a  lieu  cependant  de  pousser  plus  loin  la  subdivision. 
Le  mouvement  rectiligue  ne  peut  être,  en  effet,  employé 
que  d'une  manière  alternative  ;  mais  le  mouvement  de 
rotation  peut  être  progressif  ou  de  va-et-vient.  De  là  trois 

12 
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sortes  de  pièces,  que  nous  désigiieponfi  p^r  les  noms  swi- 
vants  :  les  tiges  seront  les  pièces  en  niouvement  peciîKgiKe 
alternatif,  les  manwell&s  celles  qui  possèdent  ane>rota|lioii 
continue,  et  les  btdauciersmn^  rotation  alternative. 

On  pent,  du  reste,  §i*ouper  ces  ëléments  de  «Ik  manièiws 
différentes,  qui  donneront  liûu  a  :troÎ6  combinaaacNM  «trai- 
laires  et  trois  dissemblables, 

'Première  catégorie.  —  Deux  tiges. 

Secoî^de  catégorie.  —  Deux  jnaniveîles, 
*  Tkoisiîime  catégorie.  —  Deux  balanciers. 

QUA.TRIÈME  ckTÈGOsa^  -r—  Tige  et  manwella. 

CiirQUiBME  oivÉGORii;.  — Maniyeile  et  thalancier^ 

Sixième  catégorie.  —  Sêdancier  et  tige, 

1S7.  L'établissement  de  ces  différents  types  nécessite 
certaines  conditions  ^u'îl  est  intéressant  de  préciser.  Nous 
supposerons  toujours,  comme  c'est  le  cas  delà  pratique,  les 
trois  pièces  comprises  dans  un  même  plan. 

La  première  catégorie,  ou  la  connexion  de  deux  liges, 
n'exige  aucune  restriction. 

Pour  la  quatrième  et  la  sixième,  gui  réunissent  une  tijge 
et  une  pièce  tournante,  il  est  d abord  nécessaire  que  la 
longueur  de  la  bielle  soit  supérieure  à  la  moindre  distance 
du  cercle  «i  la  tige,  c'est-à-dire  à  la  distance  du  centre  di- 
minuée du  rayon.  On  obtiendra  d'ailleurs  le  mouvement 
circulaire  continu  ou  alternatif,  c'est-à-dire  la  quatrième 
OU  la  sixième  catégorie,  suivant  que  la  longueur.de  la  bielle 
sera  supérieure  ou  Inférieure  à  la  plus  grande  distance  du 
cercle  à  la  lige,  c'est-à-dire  à  la  distance  du  centre  aujg- 
mentéedu  rayon.  Il  sera,  en  effet^  alors  possible  ou  ùon  à 
l'articulaiion  de  la  bielle  de  passer  par  le  point  du  cercle 
le  plus  éloigné  de  la  tige. 

488.  Considérons  maîntenadt  la  seconde,  la  troisième  et 


la  okupûwe  isatégorie^  éceat-Miipe  h  connexton  de  é&tkx 
places  ^urnames  {%^  Nous  AppdlercMW  pôles  les  inter- 
sections de  la  ligne  des  loonlres  avec  chacun  des  cercles , 
et  segments  les  distances  d'un  pôle  pris  sur  l'un  des  cercles 
à  cliacuÀ  des  pôles  de  l'autre.  Parmi  ces  quatre  segments 
nous  en  distinguerons  encore  deux  moyens  et  deux  ex- 
U-émes.  Ces  derniers^  à  savoir  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  quatre,  mesurent  la  moindre  et  la  plus  grande  distance 
commune  des  deux  cercles. 

Une  première  condition  commune  aux  trois  catégories, 
et  évidiente  par  elle-même,  est  que  la  longueur  de  la  bielle 
soit  comprise  entre  les  segments  extrêmes.  Il  serait,  en  eflet, 
sans  cela  impossible  que  l'une  des  articulations  étant  placée 
sur  un  cercle,!  autre  extrémité  put  se  trouver  sur  le  second. 

La  condition  du  mouvement  continu  ou  allernalî'f  s;ar 
l'un  des  cercles  est  ensuite  que  Tarticulation  qui  s'y  meut 
puisse  ou  non  franchir  ses  deux  pôles,  11  faut  à  cet  égard, 
pour  chaque  pôle,  que  la  bielle  soit  ou  non  comprise  entre 
les  deux  scgtnents  qmy  aboutissent.  Cela  reviont  k  QcqHe 
«a  longueur  soit  on  non  comprise  entre  les  deux  segments 
moyens.  îLn  effet,  les  deux  «egments  de  l'un  des  p^lcs 
seront  :  ou  les  deux  moyens,  ce  qni  démontre  la  'proposi- 
tion*, ou  les  deux  eirtrènMîs,  auquel  cas  l'autre  pôle  fournil 
les  deux  moyens  ;  ou  enfin  un  -moyen  et  un  extrtme.  'D»n«  ce 
cas,  la  bielle  doit  être  inférieure  au  segment  moyen  adjacent 
au  minimum  et  supérieure  au  se^sponent  moyen  adj^cnt  au 
maximum,  puisque,,  d'après  ce  qui  précède,  elle  est  toujours 
comprise  entre  le  segment  minimum  et  le  maximum. 

©'après -cela ,  pour  la  troisième  catégorie,  qui  présente 


(*)  Cette  discusêion  &  éfé/fi  la  forme  ^n^  que  nous  lui  donnons  ici,  pré- 
Beatée  pourra  première  fois  par  M..(;^irault,  professeur  à  la  Faculté  de  Caen. 
On  en  facilitera  rinteUigcnce  en  dessinant  au  far  et  à  mesure  les  dtBérentes 
-^«itioM  indlqiiéis. 

12. 
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deux  rbtalions  alternatives,  la  condition  sera  qire  la  bielle, 
tout  en  restant  comprise  entre  ïes  segments  extrêmes,  ne  le 
soit  pas  entre  les  segments  moyens. 

159.  Portons  maintenant  notre  attention  sur  la  seconde 
catégorie,  qui  réunit  deux  rotations  continues.  II  devient 
nécessaire  de  supposer,  au  contraire,  la  bielle  comprise 
entre  les  segments  moyens.  Mais  la  disposition  des  cercles 
ne  peut  plus  être  laissée  quelconque.  Pour  la  préciser  plus 
clairement,  appelons  C  et  c  les  centres  du  plus  grand  et  du 
plus  petit  cercle.  Plaçons  la  ligne  Ce  horizontalement, 
Cà  droite  et  c  à  gauche.  Appelons'A,  B;  a,  b  le  pôle  droit 
et  le  pôle  gauche  du  grand  et  du  petit  cercle. 

Le  pôle  A,  étant  le  plus  à  droite  des  quatre,  présente 
parmi  ses  deux  segments  le  maximum  Kb;^  Tautre  ha  est 
donc  le  moindre  des  deux,  et  comme  ils  doivent,  pour  le 
passage  en  A ,  comprendre  la  longueur  l  de  la  bielle, 

/>A«. 

Au  passage  en  B,  /  doit  être  de  tnême  inférieur  au  plus 
grand  des  deux  segments  adjacents  Ba,  B&.  Ce  sera  évi- 
demment celui  qui  contient  le  milieu  c  de  la  distance  ab. 
Or,  si  nous  supposons  d'abord  c  extérieur  à  la  grande  cir- 
conférence, c*est-à-dire  situé  à  gauche  de  B,  il  se  trouvera 
.  du  même  côté  que  &,  et  par  suite  sur  B&.  On  aura  donc 
c  extérieur /<;B^; 

et  on  trouverait  de  même 

c  intérieur. /«^Ba. 

'  En  rapprochant  ces  inégalités  de  la  précédente,  nous  en  dé- 
duisons 

c  extérieur B6>A/i, 

c.  intérieur Ba  >  A«t 

La  première  est  impossible.  En  effet,  A  a  est  formé  de  la 
somme  ou  de  la.  différence  (suivait  que  les  cercles  sont 
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extéri«ur$  ou  sécants)  du  ^rand  diamètre  AB  et  du  seg<* 
ment  minimum  B^i;  et  B6  est  composé  de  même  avec  le. 
petit  diamètre  ai  et  Ba.  Le  premier  est  donc  supérieur  au 
%cond.  Aussi,  il  devient  nécessaire  de  supposer  que  c  soit 
intérieur  à  la  gi^ande  circonférence  ^  mais  alors  la  dernière 
inégalité  exige  que  a  soit  plus  rapproché  de  A  que  de  B, 
ou  se  trouve  à  droite  du  milieu  C  de  leur  distance.  Ce  centre 
se  trouve  donc  lui«mème  intérieur  à  la  petite  circonférence, 
et  par  suite  chacun  des  deux  cercles  doit  renfermer  le  centre 
de  Fautre. 

160,  Il  reste  enfin  a  considérer  la  cinquième  catégorie,  qui 
comprend  une  rotation  continue  et  une  alternative.  Ce  cas 
se  présentant  nécessairement  lorsque  aucun  des  deux  précé- 
dents ne  sera  réalisé,  la  condition  est  que  la  bielle  restant 
comprise  entre  les  segments  moyens,  le  centre  de  la  grande 
circonférence  soit  extérieur  à  la  petite. 

Nous  pouvons,  par  conséquent,  résumer  de  la  manière 
suivante  ce  qui  est  relatif  aux  trois  derniers  cas,  renfer- 
mant tontes  les  combinaisons  de  deux  pièces  tournantes  : 
1°  deux  balanciers,  lorsque  la  bielle  est  comprise  entre  les 
segments  extrêmes ,  mais  non  entre  les  segments  moyens, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  disposition  des  centres^  2*^  deux 
manivelles,  lorsque  la  bielle  est  coujprise  entre  les  segments 
moyens  et  que  le  centré  de  la  grande  circonférence  est  in- 
térieur à  la  petite  ;  3*^  manivelle  et  balancier,  lorsque  la 
bielle  est  comprise  entre  les  segments  moyens  et  que  le 
centre  de  la  grande  circonférence  est  extérieur  à  la  petite. 

161 .  Mentionnons  enfin  les  hypothèses  limites  relatives 
à  régalité  des  rayons,  ou  k  Tégalité  de  la  bielle  et  d'un  des 
segments,  ou  enfin  à  la  position  des  cercles,  comme  le  cas 
de  langence,  ou  de  la  position  du  centre  de  chaque  cercle 
sur  Fautre  ou  des  deux  en  un  même  point.. On  peut  par  là 
donner  lieu  à  un  très-grand  nombre  de  cas  particuliers,  qu'il 
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tronçon  en  perspective.  Il  n'était  pas  possible,^  en  effet , 
de  Farticoler  directement  au  premier  cadre,  car.toùs  les 
points  de  celui-ci  sont  en  translation  et  le  levier  tourne 
autour  d  un  certain  aice. 

Pour  renvoyer  le  mouvement  dans  le  sens  horizontal  à 
de  grandes  distances,  comme  dans  les  galeries  de  mines,  on 
emploie  les  barres  de  renvoi  [PL  IX,  Jig.  i38),  réunies 
par  des  pièces  transversales  qui  oscillent  autour  à,e  points 
d  appui.  L'appareil  est  double^  comme  on  le  voit,  pour  que 
dans  les  deux  sens  la  transmission  puisse  avoir  lieu  par 
traction,  sans  qu'on  ait  recours  à  une  compression  qui 
ferait  fouetter  les  pièces.  Dans  le  sens  vertical,  comme  dans 
les  puics  de  mine,  on  emploie  les  maîtresses  tiges,  qui  sont 
simplement  des  barres  de  charpente  assemblées  en  prolon* 
gement  l'une  de  l'autre,  et  dont  la  section  croîtra  partir 
du'bas  (434),  car  les  parties  supérieures  ont. à  supporter, 
outre  le  poids  des  pompes  placées  à  la  partie  inférieure, 
celui  des  tiges  elles-mêmes. 

164.  Tiges.  — -  Les  n'ges  sont  des  organes  tellement 
simples,  qu'il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Mentionnons  cependant  la  tige  Gorgone,  d'un  diamètre 
assez  considérable  pour  permettre  le  jeu  à  son  intérieur 
d'une  bielle,  qui  est  alors  directement  attachée  sur  le  piston 
situé  à  l'extrémité.  On  évite  par  là  le  développement  du 
système  en  longueur,  propriété  précieuse  dans  les  navires 
à  vapeur. 

165.  Manii^elles,  —  On  distingue  dans  la  maniyelle 
[PL  IX,  fig»  iSg)  son  centre,  son  rajron  et  son  bouton. 
Ce  dernier  décrit  un  cercle  dont  le  diamètre  est  appelé  la 
course  ou  Vexcutsion.  Elle  est  Je  double  du  bruis. 

Lorsqu'on  a  besoin  de  faire  exécuter,  des  courses  diCTé- 
rentes  à  la  bielle,  on  emploie  une  manisfelle  à  rayon  va- 
riable (PL  IX,  Jig.  i4o)-  A  cet  effet,  le  bouton  est  porté 
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$ur  nn  curseur^  qui  se  fixe  à  volonté  sur  le  bras  au  moyen 
d'un  boulon. 

La  manivello  ne  peut  s'installer  qu*à  un  bout  d*arbre. 
En  un  point  intermédiaire,  il  y  aurait  enchevêtrement 
lorsque  la  bielle  se  présenterait  au  point  mort  pour  passer 
d'un  côté  à  l'autre  de  Tarbre.  Imaginons,  pour  ce  cas,  deux 
bouts  d'arbre  avec  des  manivelles  réunies  par  leurs  bou- 
tons 5  nous  obliendrons  ]a  disposition  de  V arbre  coudé 
(PL  IX^  Jig.  i40*  Qt»and  on  a  deux  coudes  à  établir, 
comme  dans  les  locomotives,  on  dispose  leurs  plans  à  angle 
droit.  Si  on  en  a  trois,  comme  dans  les  bateaux  à  vapeur, 
on  les  met  à  120  degrés.  C'est  afin  de  croiser  les  points 
morts,  de  sorte  que  si  une  bielle  se  trouve  hors  d'état 
de  démarrer  le  système,  les  autres  soient  capables  de  le 
faire.  Nous  reviendrons  avec  détail  sur  cette  disposi- 
tion (263). 

Les  coudes  sont  toujours  une  condition  Acheuse  de  soli- 
dité. On  peut  leur  substituer  l'emploi  de  X excentrique  cir- 
culaire à  collier  (PI.  V,  Jig.  85)  qui  ne  présente  plus  le 
même  inconvénient  que  la  manivelle  simple.  En  effet, 
chacun  des  montants  de  la  bielle  oscille  alors  d^un  seul  côté 
dç  Farbre  sans  avoir  bçsoin  de  le  traverser*  Ce  mécanisme 
est  donc  équivalent  à  une  manivelle  qui  aurait  pour  bras 
rexcentricilé  et  une  bielle  linéaire  disposée  suivant  la  bis* 
sectrice  de  la  bielle  d'excentrique.  Nous  verrons,  en  par- 
lant du  frottement  (364),  dans  quels  cas  on  doit  préférer  le 
coude  ou  l'excentrique. 

i66.  Balanciers.  —  La  forme  la  plus  simple  est  la  ligne 
droite.  Elle  fournit  les  leviers  oscillants,  \e% fléaux  des  ba- 
lances, les  balanciers  des  grandes  machines.  On  donne  à 
ceux-ci  un  profil  parabolique  renflé  vers  le  milieu  pour  la 
solidité  [PL  IX,fig.  1^2).  Le  calcul  l'indique,  en  ^et, 
pour  la  meilleure  répartition  de  la  matière  (436). 
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.  Uu,  autre  type  très^Bopkiyé  est  formé  éts  deux  céléa  i'uu 
angle.  Il  fournit  les  lan'ers  coudés,  les  rem^oîs  de  sontieitef 
l^i»af4ets  (P/./jr,,^gf.,i43)  (juiî  aervent  à  ratM^ker  les 
uaitresttSiûge»  aux  bwcesî  de  nenwei'  (158). 


S  III. 

TRANSMSSIONS. 

167.  Deux  tiges.  — Parallélogramme  d'Uv^cuis^ —  Le 
système  d'Évaus,  appelé  assez  improprement  parallélo- 
gramme [PL  IXjfig.  144)»  réalise  le  mouvement  de  deux 
tig^s  rectangy] aires  reliées  par  une  bielle  (155). 

Pour  éviter  les  tractions  latérales^  qui  fatigueraient  ra« 
pidement  les  guides,  on  réunit  le  milieu  de  la  bielle  au 
point  de  croisement  par  une  bride  égale  à  la  moitiér  de  la 
bielle.  Oase  fonde,  pour  cela,  sur  cette  propriété  évidente 
des  triangles  rectangles  (^ui  ont  même  hypoténuse,  q^ue 
la  distance  du  milieu  de  celle*-ci  aui  aommet  de  Tangle 
drok  reale  constante  et  égale  à  la  moitié  de  cette  hypo- 
ténuse.. 

¥i%\  LosfVffge  arvicufe.  —  Oh  réalFse  encore  la  même 
tfïtftsmissioii  dans  le  losange  articalé  (PL  lX^.Jig,i4^). 
Le»' ttactîoûs  latérafefif  sont  aïors  supprimées  par  l'a  symé- 
trie même  de  Tappareil. 

169.  Compas  de  menuisier,  — ^  Cet  ijistriuatui  sert  4 
tracer  les  ellipses  d'après  la  propriété  (155)  du  mouvement 
4*uiie  droite,  de  lo^ft«utf  îa^ainabie  prÎM  ealr«  les  côtés 
d!iiix  angk  dvoii  {PL  IX •  Jig*  v^Q) . 

iî>  se  composa. dluni^  planekett^^  .qui^  pi7é»ei»ie  deus^  jsa^ 
]ittre»ireetanigiilairefr»  On  y*  fa«igK8fier42eux  b«>utiQiis  reliés 
pMt'tNae  tige  sui^  tac[iii9Uis;9e  troare  la  pointe  traçante.  .L^s 
demi- axes  <fei'eU^pt«  $àa$l  èhianne-^oM  let  djatonces  de  la 
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ponite  ans  dmixJbéuimis^  PcRir  ^poavimr  les  faire  ^arîet  » 
v^Tojilé,  on  oKotits  ce»  derniers'  sur  des  cnrdein^s  mobiles  lo 
lefbç  de^la'  xè^e^  à  taqtwile  on  les  assojeitit  pav^de^Yis  de 
serrage. 

fTO*.  Dï:tîtivAiïïv«t.tËS.  —  Ifortci- cmip/c'ey.  — pans  les 
locomotives  de  marchandises  on  réunit  fcs  différents  trains 
de  roues  par  des  bîelîes  d'acconptement  {PI.  IX^fig,  147)*? 
afin  d'utiliser  pour  l'adhérence  totrt  Ife  poids  du  réhi- 
ctde  (  384) .  On  a  sorn  alors  de  placer  à  angle  droit  ïes  rayons 
dtes  Èrotn?6us  d^kccouplement  pouir  croiser  les  points  morts. 

fSti  défaut  important  de  ce  mécanisme,  très-simple  d'^aîl- 
le«rs,  est  de  déterminer  la  plupart  du  temps  tm  glissement. 
Il  est  prestjtie  impossible,  en  effet,  d'avoir  dénie  circonfiî- 
renées  rigoureusement  égales,  et  dès  lors  elles  ne  sauraient 
s'apj^iquer  un^même  nombre  de  ibi»  par  roulement  simple 
sur  une  longueur  donnée* 

171.  Roues  à  auhes  parallèles.  —  Dans  les  roues  hy- 
drauliques ordinaires  à  palettes,  celles-ci  sont  disposées 
suivant  les  rayons,  et  tendent  par  suite  à  soulever  l'eau  en 
émergeant.  Pour  éviter  ce  défaut,  îT  conviendrait  que  les 
palettes  restassent  parallèles  à  elles-mêmes.  Ce  but  a  été 
réalisé  par  un  ingénieur  Suédois,  au*  moyen  d'une  dispo- 
sition, à  la  vérité  plus  curieuse  que  pratique  [PL  X, 
fig,  148).  ïl  suffit,  pour  donner  une  idée  de  ce  mécanisme. 

de  supposer  un  cercle  que  Ton  abaisse  par  une  translation, 
et  dont  les  diffère  nies  trajectoires  deviennent  les  palettes  de 
la  roue.  Si  on  réalise  par  un  joint  d'OWIiam  (189)  une 
rotation  identique  Je  ces  deux  cercles,  les  aubes  resteront 
constamment  verticales. 

172.  Deux  balakciebs.  —  On  simplifie  ordinairement 
ce  dispositif  en  employant  des  balanciers  égaux,  et  donnani 
pour  longueor  vi»  la  iMeife  céke  èe  la*14giie'dei^ centres.  Les 
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balanciers  peuvent  alors  se  trouver  ou  non  du  même  côté 
de  la  bielle,  et  dans  le  premier  cas  être  ou  non  croisés.  De 
là  trois  combinaisons  qui  se  trouvent  réalisées  dans  les  mé-- 
canisnies  suivants. 

173.  Parallélogramme  de  Roberval.  —  Dans  la  balance 
à  plateaux  supérieurs  de  Roberval  (PL  X,fig,  i49)i  1®  pro- 
blème consiste  à  assurer  une  direction  constante  au  plateau 
on  à  la  tige  qui  le  supporle,  et  qui  sert  de  lien  entre  deux 
fléaux.  Cette  condition  se  trouve  évidemment  remplie,  car 
le  quadrilatère  ÂAXC  a  ses  côtés  invariables,  et  par  suite 
ils  ne  cessent  pas  d'être  égaux  deux  à  deux,  ce  qui  assure 
la  forme  du  parallélogramme.  Le  mouvement  de  la  tige 
sera  donc  une  translation  circulaire  qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre avec  une  rotation. 

174.  Pendule  de  White  et  parallélogramme  de  Reu- 
laux.  —  Les  deux  autres  combinaisons  ont  été  réalisées 
par  Wbiie  et  Reulaux  (de  Zurich).  Le  premier  croise  les 
balanciers  (PL  X,  fig.  i5o),  le  second  les  dispose  de 
cbaque  côté  delà  bielle  (PLX^fig.  i5i).  Il  faut  alors  mu- 
nir les  parties  postérieures  dWcoches  pour  assurer  le*  sens 
du  mouvement  aux  environs  des  points  morts  (^). 

On  peut  s'assurer  par  les ^g'.  i5o  et  i5i  que  dans  ces 
deux  appareils  le  mouvement  continu  revient  au  roule- 
ment des  ellipses  que  nous  avons  étudié  antérieure- 
ment (20).  On  retrouve,  en  effet,  à  chaque  instant,  dans 
la  figure  des  ellipses  roulantes  (PL  I,  ûg.  8),  les  éléments 
de  Tune  ou  Fautre  de  ces  deux  combinaisons.  C'est  un 
exemple  remarquable  de  la  représentation  du  mouvement 
continu  d'un  corps  par  le  roulement  des  deux  lieux  du 


(*)  Le  système  de  Reulaux  est  installé  de  manière  à  permettre  deux  rota- 
Uons  continues,  et  prend  alors  le  nom  de  mamiveiles  antirotaiwes.  C'est  nn 
des  cas  particuliers  dont  nous  avons  parié  en  terminant  le  $  161. 
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centre  instantaué  (IX).  Nous  consiatons,  en.  effet,  que  ce 
centre,  déterminé,  comme  nous  le  savons  (152),  par  Tin- 
tersection  des  rayons  d'attache,  se  trouve  à  chaque  instant 
au  point  de  contact  des  deux  ellipses. 

175.  Tige  et  manivelle.  —  Machine  à  connexion 
flirecte.  —  Le  mouvement  est  transmis  de  la  tige  de  pislon 
à  la  manivelle  par  F  intermédiaire  de  la  bielle  (PL  X, 

Jig.  i52). 

176.  Botte  à  ètoupes  oscillante,  -^  On  a  essayé  de 
snpprînier  la  bielle  en  articulant  directement  la  tige  du 
pislon  sur  la  manivelle  (P/.  X^Jig.  i53),  mais  il  devient 
nécessaire  pour  cela  de  faire  varier  le  point  de  sortie  sur 
le  fond  du  cylindre.  Aussi  la  boite  à  étoupes  se  meut-elle 
dans  une  rainure.  En  outre,  elle  oscille  dans  un  châssis  de 
manière  à  laisser  varier  Tangle  que  fait  la  tige  avec  le  fond. 
Ce  système  compense  donc  une  légère  simplifiraliou  par 
une  complication  bien  autrement  fâcheuse.  Au  point  de 
vue  géométrique,  on  n'a  d'ailleurs  rien  changé  à  la  trans- 
mission précédente.  Le  corps  du  piston  joue  le  rôle  de  tige 
reclîligne,  et  sa  lige  celui  de  bielle  reliant  ce  pistou  à  la 
manivelle. 

177.  Balancier  de  Cavtwight.  — La  tige  est  réunie  aux 
manivelles  par  deux  brides  (PL  X,  Jig.  i54).  Les  roues 
dentées  servent  seulement  de  guides  pour  la  simnlt.aneiie 
des  deux  n^anivelles.  L'appareil  est  double,  afin  d  éviter 
par  la  symétrie  les  poussées  latérales. 

178.  Manivelle  ET  BALANCIER.  — PeVfa/erfurémori^eur. 
—Le  mouvement  est  transmis  de  la  pédale  manœuvr^e  p 
le  pied  du  rémouleur  à  la  manivelle  de  la  meule   P^** 
corde  qui  joue  le  rôle  de  bielle   et  qui  n'agit  que  de       a 
enbas(P/.  X/^.  i55). 

179.  Maclune  à  vapeur  do   Watu  —  C'est    la     mêtn^e 
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comMnaiscm  «vecime  liielle  soHcle  ijni  agit  daiif  lés  s^ux 
«ens  (Pi.  X,jfig,  f56).  L'u«age  est  de  placer  dims  la  pdai^ 
tt<>n  moyeikne  le  balancier  et  la  tmamvelle  parallèlemeiit 
Tun  à  r autre,  et  la  bielle  dans  xm^  «lirectioû  péi^pendicih- 
laire.  Dans  jces  conditions,  une  oscillation  double  4^  ba- 
lancier correspond  à  une  révolution  complète  de  la  mani- 
velle, 

180.  M.  Girard  a  proposé  une  disposition  différente  et 
a^sez  curieuse  dans  laquelle  Toscillation  simple  du.balancier 
produit  la  révolution  complète  de  la  maniA^eUe  [PL  JIJ^ 
fig.iZ),  Dans  la  jpositioa  B^oy^nne,  les  trois  pièces  sont 
disposées  suivant  la  ligne  des  centres  00',  la  bielle  AA'  en 
prolongement  du  balancier  OA  et  en  recouvrement  de  lu 
manivelle  O'A'.  Pour  avoir  '  les  positions  extrêmes,  nous 
gavons  (1S8)  qu'il  suffit  de  couper  le  cercle  O  que  décrit 
l'extrémité  du  balancier  par  ini  cer^cle  O'  concentrique  à  la 
manivelle  et  d'un  rayon  égal  à  la  somme  des  longueurs  du 
bras  et  de  la  bielle.  En  raison  de  la  symétrie,  on  obtiendra 
ainsi  deux  situations  extrêmes  Ai ,  Aj  pour  rartîculatîpn  de 
la  bielle  et  du  balancier.  Les  positions  Ai  A,  et  AaA'^  de  la 
bielle  se  trouvent  alors  (  iS8)  en  prolongement  de  la  mani- 
velle. Il  y  aura  donc  pour  la  bielle  possibilité  de  se  mou- 
voir aussi  bien  d'un  côté  que  de  l'autre  au  point  de  vue 
géométrique,  mais  l'inertie  déterminera  la  continuation  du 
mouvement  toujoriws  dans  le  même  sens.  D'après  cela,' une 
demî-t)scîîlation  simple  A  Ai  du  balancier  conduira  la  bielle 
de  A  A'  en  Ai  A',  par  l'arc  A' A',.  Le  retour  suivant  Ai  A  la 
ramèuejrade  Aj  A',  4n^  AA'  juar  l'arc  A',  A!jA^  Oh  Tecsotioaît 
ain&i  que  les  deux  moitiés  d^oscillation  aimple  ont  pro- 
duit une  iiévolution  complète.  Les  deux  autres,  cûin|ilétaat 
roacillatlon  double,  jdouneront.de  xuètoe  une.  seconde  xéyo- 
lution. 

iSl .  Bio^ÂiEiciER  ET  TftftE,  —  JBmsdep^mffe.  •—  Dans  les 
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pompes  de  mines  le  THouremeut  «si  sourent  iransooS*  ^ 
maîtresses  tiges  par  Tiulermédiaire  d'uu  balancier  et  ^ 
bielle  (P/.Jf,/^.i57). 

La  même  combinaison  se  présente  encore  dansles  p<>*^*^ 
à  la  main  (  PL  X^Jig.  1 58}. 

182.  Zigzags  —  On  emploie  pour  certains  joa^*^     "weS 
série  de  losanges  articulés  dont  les  deux  dernières  bra^*^^^, 
peuvent  être  rapprocliées  à  la  main  {PI.  X,  Jig,  iSp)  -         .      - 
là  tous  les  losanges  s'aplatissent   à   la    Fois   et  Ve%tr*^^^*^ 
s'avance  en  ligne  droite.  '  ^  ^ 

Ce  système  figure,  réduit  à  un  seul  losange,  dans   ^^ 
gulateur  à  boules.  Quand  la   force    centrifuge  écaf^^  ,^ 

branches,  le  losange  s^ aplatit,  et,  comme  le  sommet  svi-^^*^ 
rieur  est  fixe,  l'autre  se  meut  sur  la  tige.  C'est  ce  dépl^^ 
ment  que  l'on  utilise  pour  la  régulation  (287). 

183.  Système  deSarrut.  — E.n  doublant  la  combiixais.0 
d'une  lige  et  d'un  balancier,  M.  Sarrut  a  obtenu  iiïi  -^ir^ 
cédé  rigoureux  pour  guider  une  tige  en  ligne  droite  C-^^^-  -^ 
fis.  i6o).  A  cet  effet,  A  et  B  sont  deux  axes  fixes  nox^  cic>! 
courants.  A'  ,  A''  et  K  ,  B''  désignent  d'autres  axes  res;^^^^ 
vement  parallèles  aux:  premiers,  mais  mobiles^dans  l^e^s.^^, 
de  telle  sorte  que  leurs  articulations  M',  M  et  JN^  ^  ^jn,^  #y 
meuvent  dans   des  pilaTis    respectivement  perpeuAxc^^^^y ^:; 

â  A  et  B  en  M  et   5.    Les  pièces  MM',  ^^'^J^^^"  ^^  ^^    ^ 
par  construction  perpendicvilaAres  aux  arvic    a       ^L^"*     ^*- 

snite  comprises    dans   le    premier  de  ces  p        rvlT^^      ^^^ 
N^',  N'JS ",  Î»."M''  ne  sortent  pas  du  second.  Oï».     ^^- 
IàquclapièceM''îS''  Ao\%.  être  située  à  la  fois  «laxxs.  «^^^ 
plans  et  qu'elle   ne    peut    par    couséqocnt  se  tï^c^x».^^- 
snivant  leur  intersection  . 

La  rapport  des  vitesses  de  roiaiiou  est  sAisc^^xiVkV 
expression  fort  simple.  En  eflfet,  si  »o«*  '^^^^^ 
centres  M  et  N   les  i»erpei»dicalaires  M»*»  *^^   ^-«a.. 


ig^  ÉTUDE    GéOMÉTlUQUE    O^S    MÉCA3f  IS.M  ES. 

section  JVF^N^',  nous  aurons,  en  désignant  par  i'  la  viicsso 
de  la  tige  (456), 

et  par  suite 

w'  "~  Sîh' 

Les  vitesses  angulaires  ^ont  doue  en  raison  inverse  des 
distances  des  centres  à  leurs  bielles  respeclives  estimées 
perpendiciilairomenl  h  la  lige  conomunc. 
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CHAPITRE  Xn. 

PARALLÉLOGRAMMES  ET  JOINTS, 


SI- 
PARALLÉLOGRAMME  DE  WATT. 

184.  Pauallélogramme  simple.  —  Le  parallélogramme 
simple  de  Watt  est  ud  eicemple  de  la  troisième  catégorie  (168) 
auquel  son  importance  mérite  une  étude  spéciale.  Il  pré- 
sente la  combinaison  de  deux  balanciers  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  bielle.  On  Temploie  pour  guider  une  tige  sen- 
siblement en  ligne  droite,  de  telle  façon  qiie  Terreur  tombe 
au-dessous  de  la  limite  de  flexibilité  des  pièces.  On  évite 
par  là  les  frottements  des  glissières  rectilignes  (^). 

Commençons  par  simplifier  les  conditions  d'înstaltatioi^ 
en  supposant,  suivant  l'usage,  les  balanciers  CA,  C'A' 
égaux  (PL  III s  fig'  ^i).  le  les  amène  parla  pensée  à  être 


(*]  La  trajectoire  d'un  point  d'une  droite  dont  les  extrémités  8*appnient 
sur  deux  cercles  s'appelle  courhe  de  JVaii  on  courbe  à  longue  injltxion.  Son 
éqaation  complèle  a  été  donnée  par  M.  de  Prony;  elle  est  du  sixième  degré 
et  d'nne  grande  complication.  Dans  le  cas  oà  les  cercles  sont  égaux  et  ortbo- 
gonaui,  et  la  bielle  égale  aux  balanciers,  elle  se  réduit  à  une  lemniscate  de 
Bemoulli,  suivant  une  remarque  du  P.  CarboncIIe. 

L'équation  exacte  n*est  d'aucun  secours  pour  l'étude  du  parallélogramme. 
On  lai  a  substitué  une  grande  quantité  de  calculs  approximatifs  de  diverses 
natures  qui  exigent  beaucoup  de  vérifications  numériques.  Je  me  suis  pro- 
posé de  leur  substituer  quelques  considérations  géométriques,  approxima- 
tives aussi,  mais  fort  simples  et  très-concluantes.  Les  calculs  qui  les  suivent 
sont  exacts  et  basés  sur  les  dispositions  adoptées  depuis  Watt. 

i3 
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parallèles  à  une  direction  que  je  considérerai  comme  hori- 
zontale, et  je  prends  po«r  bieile  la  droite  AÂ'qui  joint  ators 
lenrs  extrémités.  Dans  ce  système  de  données,  le  milieu  M 
de  la  bielle  est  évidemnxent  tm  centra  de  figure,  il  le  sera  par 
suite  pour  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement  à  en  déduire. 
D'après  cela,  Mt  propre  trajiectoîre  atira  ton  centre  dans 
celte  position  spéciale.  Or,  une  branche  de  courbe  qui 
passe  par  son  centre  de  sysifélrie  y  a  nécessairement  une 
inflexion.  Quant  à  la  tangente  à  cette  inflexion ,  nous 
l'obtiendrons  comme  à  l'ordinaire  (152)  en  élevant  une 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  se  rend  à  Tin tersectîûn  des 
balanciers.  Mais  ceux-ci  sont  tous  les  deux  horizontaux.  Il 
en  est  donc  de  même  de  la  droite  en  question,  et  par  suite  la 
tangente  est  la  verticale  MMiMs. 

Ceftt  diaprés  cette  considération  que  Ton  admet  que  dans 
une  certaine  étendue  le  milieu  M  se  meut  sensiblement 
suivant  cette  verticale.  Car  une  courbe  se  confond  à  peu 
près  avec  la  tangente  dans  les  environadu  point  de  contact 
surtout  et  avec  encore  plus  d'approximation  lorsqu'il  s'agit 
d'une  inflexion.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  pouvons  nous 
assurer  que  la  trajectoire  présentera  trois  inflexions  rap- 
prochées» En  eflet,  elle  est  évidemment  une  courbe  fermée, 
et  comme  la  tangente  à  l'inflexion  la  traverse  en  M,  elle 
doit  la  rencontrer  de  nouveau  en  un  point  Mj.  Mais  une 
courbe  est  toujours  convexe  vers  sa  tangente  dans  les  envi- 
rons du  contact  et,  pour  revenir  k  sa  rencontre,  elle  doit 
devenir  concave,  c*est-à-dire  offrir  une  inflexion  dans 
Tintervallo.  La  symétrie  exige,  du  reste,  que  cette  seconde 
inflexion  soit  accompagnée  d'une  troisième. 

Aux  deux  rencontres  Mi  et  M,  le  milieu  de  la  bielle 
se  retrouve  rigoureusement  sur  la  verticale  du  centre  M. 
On  peut  donc  étendre  jusque-là  avec  Watt  l'arc  employé 
de  irajectoîrç.  Au  delà  commence  l'incertitude.  Cependant, 
M.  Tchebîtchew  a  proposé  par  une  vue  très-rationnelle  de 
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rétendre  lim- peu  au  delà.  Par  là,  en  effet,  on  peut  rester 
dans  les  mêmes  limites  d'écart  et  obtenir  une  plus  grande 
excursion  pour  la  tige,  ce  qui  revient  à  dire  que  pour  une 
excursion  donnée  on  réalise  un  moindre  écart.  Rien  n'em- 
pêche d'introduire  ce  perfectionnement  dans  La  construc- 
tion. Cependant  je  continuerai  à  adopter  les  dispositions 
de  Walt  pour  calculer  avec  précision  les  éléments  de  la 
transmission. 

185.  Si  d'abord  nous. menons  en  A  et  A'  les  perpendi- 
culaires A',  A\  et  Ài  Aj,  elles  fourniront  en  Ai  A',  et  A»  A',  les 
positions  extrêmes  de  la  bielle.  En  effet,  la  figure  AA'PP' 
étant  un  rectangle,  on  a 

PP'=:;AA'. 

Déplus,  en  raison  de  la  symétrie  par  rapport  au  centre  M,, 
A',P'=A,P, 

et  par  suite 

A;P'=AtP, 

donc  Al  A'j  PP'  est  un  parallélogramme  et 
A.a;  =:PP'=AA'. 

Ainsi  Al  A'j  est  une  position  de  la  bielle,  et  comme  M,  est 
évidemment  son  milieu^  c'est  la  situation  extrême  cher- 
chée. 

La  demi-ampliiude  sera  donc  l'angle  ACAi.  Or,  on  a, 
dans  Je  triangle  rectangle  Ai  CP  :  ^ 

PÂi*="CAl^— CP\ 
c^  est-à-dire 

PÂT'=  (CK  4-  Âk)'  —  (CK  —  Âk)', 
et  en  décomposant  la  diilérence  de  carrés 

pâ?^=:4.ck.7k. 

i3. 
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Watt  s'imposait  la  condition  que  la  distance  liorjizontale 
des  centres  a . CK  fût  le  triple  de  la  corde  2. PA, , 

CKi=3PÏ|. 
Il  vient  donc 

ou,  en  doublant, 

A,A,==  la.AP, 

ce  que  Watt  énonçait  en  disant  que  la  flèche  et  la  corde 
sont  du  pouce  pour  pied, 

ÎNous  pouvons,  d'après  cela,  calculer  Tamplitude^x.  On 
a  en  effet 

A|Aa=  2.CAsin -9 
2 

AP  =  Ca/i  — cos-h 

l'équation  précédente  devient  dès  lors 

sin  -  =  6  (  t  —  cos  -  Il 

2sm  7  cos  -7  =  12  sm'  7 9 
4       l4  4 

d'où 

X  I 

et,  par  suite, 

x  =  37«5o'56^ 

"^ouT  en  déduire  Texcursion  de  la  tige  ou  \d  corde,  nous 
aurons 

__  4tangf      _         ._ 

A,  A,  =  2SÎn  - .  CA  =  X-. .  CA  =  r-î  CA. 

2  X  37 

I  4-  tvg'  T 
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Pour  ces  diverses  déterminations,  la  longueur  de  la  bielle 
reste  arbitraire.  Watt  la  prenait  égale  à  l'excursion  (*)• 

D'après  cela,  si  on  représente  le  balancier  par  le  nombre 
37,  les  différents  éléments  qui  déterminent  la  construction 
du  piarallélogramme  simple  se  résument  ainsi  : 

Distance  horizontale  des  centres 72 

Balanciers « 87 

Bielle ^4 

à  quoi  nous  joindrons  les  éléments  du  mouvement  produit: 

Corde 24 

Flèche. a 

Amplitude 37°5o'  56^" 

186.  Parallélogeàmme  ARTictJLÉ. — Lc  parallélogramme 
simple  ne  fournit  qu'un  seul  point  rectiligne  qui  est  le 
milieu  de  la  bielle.  Le  parallélogramme  articulé  en  ren- 
ferme une  infinité.  C'est  un(f  dérivation  du  précédent 
comme  on  va  le  comprendre  {PI.  XI ^  fig.  161). 

Prenant  un  parallélogramme  simple  CAA'C'  (P/.  ///, 
jig.  4^)9  prolongeons  un  des  balanciers  GA  d^une  longueur 
AB  égale  à  lui-même.,  et  construisons  sur  AB  et  sur  AA'  un 
parallélogramme  ABA^B' articulé  en  ses  quatre  sommets. 
Cette  figure  ne  cessera  pas  d'aflFecter  la  forme  d'un  parallé- 
logramme, car  elle  sera  toujours  un  quadrilatère  dont  les 
côtés  opposés  sont  égaux.  AM  et  BB'  resteront  donc  paral- 
lèles, et  comme,  dans  les  triangles  semblables  CAM,  CBB', 
CA  est  la  moitié  de  GB,  AM  sera  de  même  la  moitié  de  BB\ 
Donc  M  est  le  point  rectiligne  du  parallélogramme  simple. 
De  même  CM  sera  la  moitié  de  CB^  et  par  suite  B'  décrira 
une  courbe  semblable  à  celle  de  M  et  semblablement  pla- 
cée. II  sera  donc  lui-même  un  point  rectiligne. 


(')  11  la  diminuait  aassi  parfois  d^une  petite  quantité  qui  ne  dépassait  pai 
le  septième  de  sa  valeur. 
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Si  on  veut  s^en  procurer  une  în&iité  <l^atitres  k  l'inté- 
rieur  du  parallélograinme,  il  suffira  d'y  mstallcr  une  barre 
articulée  telle  que  PP^  Les  triangles  CPH,  CBB'  seront 
^noore  semblables,  et  ^i^Uront ,  Gamme  toptt  à  Theure, 
que  H  est  un  point  rectiligne.Ponr  en  obtenir  à  Textérieur, 
on  installera  le  parallélogramme  secondaire  AMQQ',  etJes 
triangles  semblables  CQK,  CÂM  montreront  que  K  est 
également  un  point  rectiligne. 

Cherchons  le  rapport  de  transmission  entre  la  tige  et  le 
balancier.  Comme  celui-ci  reste  parallèle  à  la  pièce  A'B',  il 
aura  la  même  vitesse  angulaire,  et  comme  B'  est  justement 
l'articulation  de  la  tige,  on  voit  que  le  rapport  des  vitesses 
de  la  tige  et  du  balancier  sera  marqué  par  la  distance  de  B' 
au  centre  instantané  de  la  pièce  A'B'.  C'est  donc  cç  point 
qu'il  faut  connaître. 

Une  première  normale,  celle  de  A',  s'obtiendra  en  pro- 
longeant le  cQntre-balanci«;r  C'A'.  Pour  en  trouver  une 
seconde,  menons  par  le  centre  C  une  parallèle  CCi  à  la  bielle 
A  A';  elle  lui  sera  égale  dans  le  parallélogramme  AA'CCi, 
et  par  suite  elle  sera  constante.  Ci  décrira  ainsi  un  cercle 
dont  la  normale  sera  cette  parallèle  elle-même,  qui  déter- 
minera en  n  le  centre  instantané  cherché.  U  suffirait,  par 
conséquent,  pour  avoir  la  direction  rigoureuse  de  B',  de 
mener  une  pei^endiculaire  à  B.'îi. 

On  voit  par  là  que  le  rapport  de  transmission  jpst  marqué 
à  chaque  instant  par  la  distance  de  Tarticulation  de  la  tige 
à  l'intersection  du  contre-balancier  et  de  la  pai^allèlo  à  la 
bielle  menée  par  le  centre  du  balancier. 

187.  'Pantographe,  -r— Ce  même  principe  est  "employé 
dans  les  bureaux  graphiques  pour  la  reproduction  des 
figures  par  amplification' ou  réduction  (PL  XI,  fig.  162). 

On  se  sert,  à  cet  effet,  d'un  instrument  appelé  panto- 
graphe,  qui  présente  la  figure  des  deux  côtés  d'un  angle 


YariiMe  reliés  par  deax  Antres  ptèœs,  formMit  a^^«c  «lies 
un  parallélognanme  artsonlé  AfiCD.  En  D  ce  D' sont  ileux 
pointes,  Tune  sèche,,  l'autre  traçante.  En  O  se  tromre  mti 
axe  de  rotation  que  Ton  peut  déplacer  le  long  de  la  règle  AC 

On. installe  cet  axe  en  un  point  et  on  le  pîque  sur  la 
planche  à  dessin^  puis  on  suit  avec  la  pointe  sccbe  les  con- 
tours du  dessin,  et  la  pointe  traçante  reproduit  une  figure 
semblable.  En  e'8et  les  triangles  OCD,  OAP^  restent  con- 
stamment semblables,  de  sorte  que  le  rapport  des  rayons 
vecteurs  OD,  OD'  est  toujours  égal  à  celui  des  dimensions 
fixes  OC,  OA.  On  disposera  de  ce  rapport  d'échelles  en 
faisant  varier  la  position  de  O  dans  la  rainure.  De  plus,  le 
dessin  se  trouve  amplifié  ou  réduit,  suivant  que  la  pointe 
sèche  est  placée  en  D  ou  en  IV. 

Machine  Collas^  —  L'appareil  précédent  est  disposé 
pour  jouer  dans  un  plan.  £n  permettant  aux  joints  de  se 
mouvoir  dans  tous  les  sens,  on  obtient  la  machine  Collas 
pour  la  repi*oduction  des  statues. 

S  IL 

JOINTS. 

188.  Lies  joints  sont  des  exemples  de  la  seconde  catégo- 
rie (170)  auxquels  leur  importance  mérite  également  une 
étude  spéciale.  Us  présentent  la  combinaison  de  deux  mani- 
velles reliées  par  une  bielle.  On  les  emploie  pour  réunir  deux 
bouts  d*arbres  tournants. 'A  cet  eflfet  ces  bouts  se  terminent 
par  des  demi-cercles  ou  fourcliettes .  Dans  chacune  dVlles 
une  branche,  disposée  suivant  un  diamètre,  peut  jouer  lî- 
krement;  oes  àemx  bra&ebfs  sont  asdBCublées  à  angle  droit 
et comtimeBt  le  croisilhn^  qui  ]<me  ici  k  rôle  de  UeUe  ou 
d^îmernédiaire  solide  entre  les  arbres  loumants.  Maisie 
dispositif  présente  des  difiîérences  importantes,  suiTattt<f«e 
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lés  arbres  sont  parallèles  ou  concourants.  Dans  le  premier 
cas  on  a  le  joint  d'Oldliam,  dans  le  second  le  joint  Hol- 
landais. 

189.  Joint  d'Oldliam»  —  Le  joint  d'Oldbam  sert  à 
réunir  deux  bouts  d'arbres  parallèles  (PL  XI,  Jig.  163). 
Le  croisillon  se  meut  dans  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment par  leurs  extrémités.  Les  plans  de3  fourchettes  s'y 
projetteront  dès  lors  suivant  leurs  traces,  c'est-à-dire 
suivant  les  bras  du  croisillon.  Ils  restent  donc  toujours 
perpendiculaires  l'un  sur  l'autre,  et  tournent  par  consé- 
quent ensemble  des  mêmes  angles,  de  sorte  que  la  transmis- 
sion est  uniforme. 

Ces  traces  passant  en  projection  par  les  pieds  O,  O'  des 
axes  qui  sont  deux  points  fixes  (PI.  III,  fig.  43),  le  centre  C 
du  croisillon,  qui  esta  leur  intersection,  occupera  constam- 
ment le  sommet  d'un  angle  droit  inscrit  sur  là  ligne  des 
centres.  Il  décrira  donc  le  cercle  dont  cette  ligne  est  le  dia- 
mètre. On  voit  par  là  que  les  distances  CA,  CA',  CB, 
CB'  sont  éminemment  variables.  Par  conséquent,  les  bras 
devront  être  plus  longs  que  le  rayon  des  fourchettes  et 
avoir  la  faculté  de  jouer  dans  leurs  œillets  en  glissant  de 
part  en  part. 

Quant  au  mouvement  du  croisillon,  il  ne  dif]Rère  pas^  au 
point  de  vue  relatif,  de  celui  que  nous  avons  déjà  étudié  (155) . 
C'est  celui  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  droite  fixe, 
tandis  que  nous  avions  envisagé  le  mouvement  d'une  droite 
invariable  inscrite  dans  un  angle  droit.  On  peut  donc  le 
considérer  comme  le  roulement  d'un  cercle  sur  un  autre 
de  rayon  moitié  placé  à  son  intérieur. 

190.  Joint  Hollandais.  —  Le  joiht  Hollandais,  appelé 
aussi  ]oint  de  Cardan  on  joint  universel,  sert  à  réunir  deux 
bouts  d^arbres  convergents  [PI.  XI,  jpg.  164)9  ^^^^  même 
que  leur  angle  peut  être  appelé  à  varier,  soit  accidentelle- 
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ment,  soit  d'une  manière  contintie,  pendant  la  transmission 
de  la  rotation  (^)*  Le  croisillon  pivote  autour  de  son  centre 
éubli  au  point  de  concours  des  axes.  Les  tourillons  décri- 
ront donc  des  courbes  sphériques  et  pourront,  par  consé- 
quent, être  établis  dans  les  œillets  des  fourchettes  suns  avoir 
la  latitude  de  glisser  de  part  en  part. 

Le  mouvement  instantané  du  croisillon  étant  un  pivote- 
ment, admet  à  chaqueinstant  un  a^e  instantané  (XI)  qui 
doit  être  Tintersection  des  plans  normaux  à  toutes  les  tra- 
jectoires simultanées.  Or,  nous  en  connaissons  deux  qui 
sont  les  cercles  décrits  par  les  tourillons.  Leurs  plans  nor- 
maux, c^est'à-dire  leurs  méridiens,  sont  justement  ceux  des 
fourcbettes,  et  par  suiie  Taxe  instantané  se  trouve  à  cbaque 
instant  à  Tintersection  des  plans  des  fourchettes. 

Le  mouvement  continu  étant  lui-même  un  pivotement, 
il  sufSt  de  considérer  la  sphère  sur  laquelle  se  meuvent  les 
tourillons.  Ceux-ci  se  déplaceront  sur  des  grands  cercles 
perpendiculaires  aux  axes.  De  plus,  l'angle  du  bras  étant 
droit.  Tare  de  grand  cercle,  qui  joindra  deux  tourillons, 
sera  constamment  égal  à  un  quadrant.  Le  mouvement  con- 
tinu du  joint  Hollandais  est  donc  celui  d'une  bielle  sphé- 
rique,  égale  au  quadrant  qui  se  meut  entre  deux  grands 
cercles  (*)• 

191.  La  transmission,  dès  lors,  n^est  pas  uniforme,  et  il 


(')  On  remploie  notamment  pour  briser  des  arbres  découche  très-longs, 
afin  de  permettre  les  flexions  qui  proviendraient  d'un  tassement  irrégulier 
du  terrain;  On  utilise  également  le  joint  de  Cardan,  comme  suspension, 
d'après  la  possibilité  qu'a  Iç  croisillon  de  se  placer  suivant  toute  espèce 
d'orientation. 

(')  C'est  là  une  question  célèbre  d'analyse.  On  sait  que  la  rotation  des  , 
deux  côtés  vaHables  d'un  triangle  spfaériquedontle  troisième  e6té  et  Tangle 
opposé  restent  constants,  et  qui  n^est  autre  d'inilleurs  que  la  formule  fondA- 
mentale  de  la  trigonométrie  sphérique,  revient  sous  forme  différentielle  à 
l'équation  d'Euler,  et  sous  forme  finie  aux  formules  d'addition  des  fondious 
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importe  de  iromTer  a  chaque  infiiani  le  rappot*tdes  vitesses 
angulaires  {PL  IJI,  fig.  44). 

Concevons  pourcda  qu'on  s'avance  sur  un  des  axesO 
vers  le  point  de  croisement  C,  et  qœ  l'on  place,  comnie 
point  de  départ,  le  quadrant  mobile  suivant  le  grand  cercàe 
perpendiculaire  à  Taxe  en  KK',  de  telle  sorte  que  son  extré- 
mité se  trouve  à  Tinterseciiou  K  des  deux  grands  cercles. 
Si  nous  Tenvisageons  ensuite  dans  une  position  quelcoiiqne 
AA\  les  deux  fourchettes  auront  tourné  pour  Ty  asoraer 
des  angles  KA  et  K'A'«  On  aura  alors,  dans  le  triaogle 
■spbériqtte  AKA', 

cos  A  A'  =  ces  AK  cosÀ'K  -f-  sin  ÂK  sin  A'  K  cos  AKA', 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  a  Tangle  des  axes  qui  est  le 
supplément  de  AKA', 

o  =  cos  f  sin  y'  —  sin  7  cos  f'  cos  a, 
(i)  tang/  =  tangycosa. 

Il  vient  ensfrise,  en  différentiant, 

do  do 

— ^sa:     '■  '  cosk;  " 

COS'f  COS'ç 

.  d'où  l'on  lire  pour  le  rapport  des  vitesses  angulaires 

•/       eos^c'  cQs^o'    tanuep'       snzc/ 

—  =  — -I-cosa  =  — -^ ^^-^  =  -: ^• 

&>        cos'^  cos'f     tangf        sin2<p 

I^s  vitesses  ne  seront  donc  égsAes  qu^à  l'îasiantaù  r<on 

aura 

sîn©  coS9>  =  sinj'  cosf' 


éUiptiquM.  La  ciMuM^mtfaw  du  UiaiieU  tooM^Q  U  méùiodf^  d^  Li^anse 
pour  l'tniéerKiioii  de  réq«arttoii  d^ËoJer.  Daas  le  cat  ACtuAl,  «^  le  côté  con- 
«ta&t  «rt  «n  qaodcant,  ie  module  d«  4yiléae.eUtptâ4|tte  «ft  aimi^leBaeat  le 
aîaus  4e  l^ofle  dea  asea* 


ou 


tangy  teng^'      ^^       tang<pc€>sa 

j  -j-  tang^^       I  +  tang'y'        i  -k  tang'f  cos*«  ' 

d'oa  r^B  tire  Cacilemeiit 

tang*  /  ==:  cos  a ,      tangf  '  =  rfc  V^osa , 

ce  c[ui  fournit  quatre  positions  opposées  deux  à  deux. 

Quant  aux  limites  de  la  variation,  elles  seront  évîdein-' 
ment 

I 

«  =  o,       inax.  = 9 

cosa 

ff  ==  ^**,     min.  =  ces  a  ; 

le  rapport  de  ces  limites  est 

exista, 

et  l'irrégularité  ou  la  différence  à  l'unité 

On  remarquera  <jue  cette  irrégularicé  est  du  sacond  ordre 
pour  les  faibles  angles  des  axes.  Au  contraire,  pour  ceux 
qui  dépassent  45  degrés,  la  transmission  devient  fort  irré- 
gulîère,  exposée  à  l'enclie  vôtre  ment,  et  il  est  nécessaire  de 
substituer  au  joint  simple  un  joint  multiple. 

192.  Joints  multiples.  -—  Le  joint  de  Hookie  est  formé 
de  la  rénaion  de  deax  joints  Hollandais  par  un  arbre  inter- 
médiaire dont  la  longueur  est  réduite  presque  â  rien,  et  que 
l'on  établit  entre  les  deux  proposés,  de  manière  à  adoucir 
leur  angle  trop  prononcé.  On  a  employé  aussi  un  joint 
triple.  Pins  généralement  nous  imaginerons  un  joint  mul- 
tiple d'un  ordre  quelconque. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  installe  tcMu  les 
joinu  siandunément  dans  la  position  initiale  que  j^ai  dé^ 
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finie  (191),  c'est-à-dire  qu'en  parcouranl  le  polygone  des 
ai^es  on  rencontre  touÂ  les  croisillons  dans  des  plans  per- 
pendiculaires aux  côtés  sur  lesquels  on  s^avance  vers  eux.  Si, 
à  partir  de  là,  on  attribue  un  dérangement  quelconque  au 
système,  on  pourra 'appliquer  Téquation  fondamentale  (i)  à 
chacun  des  joints,  et  on  aura,  en  désignant  d'une  manière 
générale  par  (?j»fn+))9  Tangle  des  axes  de  rangs  ?i  et  'z  +  i  « 

tangy,  =  tang(pi  cos  (^tf  y,  ), 
langç,  =  tangip,  cos  {(p,  f ,), 


•» 

tang  (p*_,  =  tang  y*  cos  (  ^ji_,  ffi). 

On  en  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

tang©o=  tang'f*.co8((pof,)  cos(f,ya). .  .cos{<pii_,(pii)  ; 

et^  en  particulier,  si  les  axes  font  des  angles  égaux, 
tang  ç«  =  tang  fk  •  cos^  a . 

Dans  l'un  ou  Tautrc  cas,  la  formule  fondamentale  (i)  a 
conservé  la  même  forme,  le  coefficient  seul  a  changé. 

193.  Il  est  très-essenliel  d'avoir  égard  à  la  restriction  que 
nous  avons  imposée  pour  les  positions  initiales.  Si  on  lui 
en  substitue  d'autres,  le  résultat  est  complètement  modifié. 

Considérons,  par  exemple,  un  joint  de  Hooke  établi  dans 
les  conditions  précédentes  et  pour  des  axes  parallèles  ;  les 
angles  qu'ils  feront  avec  l'arbre  intermédiaire  seront  al- 
temes-in ternes,  c  est-à-dire  égaux,  et  on  aura 

taDg^o=  tang^3.cos'a. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  plans  des  croisillons 
se  trouvent  simultanément  perpendiculaires  aux  arbres 
extrêmes  :  la  formule  du  joint  simple  s'appliquera  en  pla- 
çant les  observateurs  successivement  sur  chacun  de   ces 
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arbreS)  de  manière  qu'ils  se  regardent  au  lieu  de  se  suivre. 
On  aura  ainsi 

tangfo  =  tangf  I  cosa, 
tangf  3  =  tangip,  cosa, 
et  par  suite 

là  transmission  est  devenue  uniforme. 

C'est  ce  qui  aura  lieu,  d'une  manière  générale,  dans  uu 
joint  multiple  d'ordre  pair  et  d'angles  égaux,  en  disposant 
chaque  moitié  de  l'ensemble  des  joints  de  la  manière  pres- 
crite, mais  pour  des  observateurs  qui  s^avancent  en  sens 
contraire.  On  peut,  du  reste,  prendre  ces  joints  dans  un 
ordre  quelconque. 


ao6  ÉTupe  otoyiÈtBiQvn  bss  «écAnisÉiES. 

CHAPITRE  Xin. 

CORDES, 


S  I. 

GÉNÉRALITÉS. 

194.  Nous  comprenons  sous  la  dénominatioii  de  cordes 
les  organes  dont  les  deux  pièces  principales  sont  mises  en 
relation  par  un  intermédiaire  flexible  (XXV). 

Ces  intermédiaires  sont  de  trois  sortes  différentes*  La 
première,  celle  des  cordes  proprement  dites,  se  distingue 
par  sa  section  grossièrement  ronde.  Elle  comprend  les  cordes 
en  chanvre,  les  cordes  en  écorce,  les  cordes  en  aloès,  les 
cables  en  fil  de  fer. 

La  seconde,  celle  des  courroies^  se  distingue  par  une  sec- 
tion à  peu  près  rectangulaire.  Elle  comprend  les  sangles, 
rarement  employées  5  les  câbles  plats ^  formés  de  plusieurs 
cordes  assemblées  côte  à  côte  et  servant  à  l'extraction  des 
mines,  les  courroies  de  cuir^  auxquelles  le  corroyage  laisse 
un  côté  poli  et  un  côté  rugueux,  condition  avantageuse 
pour  leur  emploi. 

La  troisième,  celle  des  chaînes^  comprend  des  systèmes 
qui  sont  plutôt  articulés  que  flexibles.  C'est  une  série  de 
chaînons  de  fer  qui  peuvent  jouer  l'un  par  rapport  à  l'autre. 
On  emploie  la  chaîne  ordinaire  {PLXI^Jig,  i65),  la  chaîne 
dite  dé  Vaucanson,  bien  qu'elle  ait  été  décrite  antérieure- 
ment par  Agricola  (*)  [PL  Xl^fig.  166),  la  chaîne  de  Gall 

(')  De  rc  meiallica,  i5|6. 


siBiple  Ott  double  {PL  XI,fig.  i6^Y  La  chaiiic  ocidniiôre' 

peut  jouer  dans  tous  les  sens  \  celles  de  Vaucanson  et  deOall 
restent  forcément  dans  un  p}m. 

195.  Les  cordes  peuvent  agir  de  deux  manières  :  en  ti* 
rant  sur  des  points  d'attache  ou  en  passant  sur  des  points 
d'appui.*  Dans  le  premier  cas  elles  fonctionnent  exactement 
comme  des  bîelles  et  ne  méritent  pas  d^être  envisagées  de 
nouveau.  Nous  en  avons  vu  un  exemple  dans  la  pédale  du 
rémouleur  (178). 

Pour  passer  sur  des  profils  d'appui,  elles  peuvebt  fonc- 
tionner par  glissement  on  par  enroulement.  Le  premier 
modey  sauf  des  cas  tout  à  fait  q[>éciaux:,  est  généralement 
baBiû  des  transmissions^  car  il  donne  lien  à  une  résis-* 
tance  énorme,  ecMiuoie  novs  le  verrons  plvs  tard  (400).' 

196.  Méthode  générale. — Les  cordes/onctionnentdonc, 
en  général,  par  enroulement.  Je  vais  faire  voir  que  le  profil 
d'appui  peut  alors  se  déterminer  d'une  manière  générale 
d'après  la  loi  de  mouvement  qu'on  veut  lui  attribuer.  Je  sup- 
poserai pour  cela,  comme  à  l'ordinaire,  qu'on  rinstalleauf- 
lour  d'un  axe  de  rotation,  et  que  la  corde  soit  tirée  avec  une 
vitesse  constante  v  en  restant  parallèle  à  elle-même.  Enfin, 
je  me  donnerai  la  loi  de  rotation  qu'il  s'agît  de  produire 
sous  la  forme 

'=/(9) 

en  résolvant  son  équation  par  rapport  an  temps. 

Le  profil  tournant  de  l'angle  d^^  tandis  que  la  corde  resté 
parallèle  à  elle-même,  il  revient  au  même  de  supposer  que 
le  profil  est  fixe  et  que  sa  tangente  se  déplace  de  M  en  sens 
inverse.  La  rotation  élémentaire  du  profil  est  donc  égale 
à  son  angle  de  contingence,  c'est-à-dire  à  l'angle  azi mutai 
de  sapodaire;  et,  par  suile^  la  relation  qui  existera  entre 
le  bras  de  levier  p  de  la  corde  et  l'angle  de  rotation  Ô  sera 
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ré]uation  en  coordonnées  polaires  p. et  6  de  la  podiaire  du 
proGl.  ^ 

Cette  relation  est  évidemment 

car  la  corde  enroulée  sur  le  profil  agit  comme  une  bielle 

qui  serait  attachée  à  Pextrémité  de  son  bras  de  levier  p,  et 

qui  posséderait  ainsi  la  valeur  de  rotation  ptù.  On  peut 

l'écrire 

dt 

c'est-à-dîfe 

Telle  est  Téquation  de  la  podaire,  et,  en  lui  appliquant  la 
méthode  générale  qui  a  déjà  été  indiquée  (66),  on  trouvera 
son  aiîtipodaire,  c'est-à-dire  le  profil  lui-même. 

197.  Exemple  I.  —  Supposons  une  rotation  en  raison 
de  la  racine  carrée  du  temps 


la  podaire  sera 


'=F 


2V 
P  = 


c'est-à-dire  une  spirale  d'Archimède.  Nous  avons  reconnu, 
d'après  cela,  que  son  antipodaire  est  nue  développante  de 
cercle  (67,  II). 

Exemple  IL  —  Si  l'on  veut  que  la  rotation  croisse  en 
progression  arithmétique  quand  le  temps  croît  en  progres- 
sion géométrique,  on  posera 

e  =  Xlogf, 


.  — ^A- 


=  1.A- 


p^-e 
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la  podairé  étaat  une  spirale  logaiitlimique,  nous  avons 

reconnu  que  Taiitipodaire  est  une  spirale  égale  (66,  note). 

Ex£MPi.E  III.  —  Si  Ton  veut  une  rotation  uniforiiie,  on 

posera 

6  =  kt, 
0 

9 

La  podaire  est  donc  un  cercle  concentrique  qui  est  à  lui- 
même  son  antipodaire  (67,  I).  Ainsi,  le  profil  de  trans- 
mission uniforme  est  un  cercle  décrit  autour  du  centre  de 
rotation.  Ce  résultat,  évident  par  lui-même,  est,  sans  quMl 
soit  besoin  d'en  avertir,  de  beaucoup  le  plus  employé  dans 
les  macbines* 

198.  Les  profils  sur  lesquels  passent  les  cordes  se  distin- 
guent, d'après  leur  mode  d'action,  en  deux  catégories  sui- 
vant que  la  corde  fait  moins  ou  plus  qu'un  tour  entier. 
Nous  aurons  dans  le  premier  cas  les  poulies^dans  l'autre  les 
tambours. 

Ajoutons  que  les  cordes  peuvent  encore  fonctionner  sui- 
vant un  mode  tout  spécial^  dans  lequel  on  réunit  leurs  deux 
extrémités  de  manière  à  ce  qu'elles  forment  une  courbe 
fermée.  On  obtient  par  là  tes  cordes  sans  fin.  On  peut,  par 
ce  procédé,  obtenir  un  mouvement  progressif,  tandis  qu'a- 
vec le  mode  ordinaire  le  mouvement  est  nécessairement  al- 
ternatif, attendu  que,  quand  la  corde  est  déroulée  d'un  bout 
à  l'autre,  il  faut  nécessairement  revenir  vers  la  première 
extrémité.  Il  est  inutile,  quand  on  emploie  cette  disposition, 
de  faire  faire  à  la  corde  plusieurs  tours  sur  le  profil  d'appui. 

Nous  diviserons  donc  cette  étude  en  trois  parties  : 

P&EICIERE   CATÉGORIE.  PoulicS. 

DEtJxiÈME  cÀTÉGOEiE.  —  Tambours. 
Troisième  catégorie. —  Courroies  sans  fin. 

'4 
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§11. 

POULIES. 

199.  Pouli&s  Simples,  —  La  poulie  est  le  point  d'appiiî 
sur  lequel  la  corde  passe  en  faisant  moins  d'un  tour  [PI.  XI, 
fig.  i68).  On  y  distingue  deux  parties  :  l'une  fixe,  appelée 
chap^y  amarrée  par  un  crochet  à  un  point  fixe  5  l'autre  mo- 
bile, ou  noyau  de  la  poulie,  pouvant  tourner  autour  d'un 
axe  que  porte  la  chape. 

Le  noyau  est  ordinairement  rond  pour  les  cordes  ou  les 
courroies.  Pour  les  chaînes,  on  emploie  un  polygone  régu- 
lier, dont  le  côté  est  déterminé  d'après  le  chaînon.  On 
peut  aussi,  comme  dans  l'ancienne  machine  à  vapeur  de 
Savary  et  NeWcomen,  n'avoir  qu'un  simple  secteur  (PL  XI, 
fig.  169)  lojTsque  le  mouvement  est  ahematif« 

La  jante  du  noyau  est  creusée  en  demi-tore,  ou  en  double 
cône  pour  les  cordes  \  légèrement  bo^nbée  pour  les  cour- 
roies, dont  cette  forme  facilite  l'adhérence-,  plate  et  garnie 
de  saillies  pour  les  chaînes  de  Gall  et  de  Vaucanson. 
M.  Neveu  construit  encore  des  jantes  polygonales  dont  les 
faces  scHit  alternativement  plates  ou  creusées  en  rainure 
pour  la  chaîne  ordinaire  dont  les  chaînons  se  succèdent 
dans  des  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

Les  poulies  sont  à  axe  lorsque  le  noyau  porte  un  axe  et 
la  chape  des  œillets,  ou  à  œil  lorsque  c'est  l'inversé. 

Elles  sont  calées  lorsqu'elles  sont  solidaires  avec  l'arbre 
qui  les  porte,  on  folles  quand  elles  tournent  librement  sans 
lui. 

Les  poulies  sont  encore  appelées  fixes  quand  la  chape  est 
fixe,  et  mobiles  lorsqu'elle  se  meut  dana  l'espace.  A  pro- 
prement parler,  c'est  l'axe  de  la  poulie  auquel  se  rapporte 
cette  désignation. 
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200.  Poulie  mobile.  —  La  combinaison  la  plus  simple 
est  celle  d'une  poulie  fixe  et  d'une  poulie  mobile  qui  porte 
ordinairement  un  poids,  et  dont  on  détermine  rélévation 
en  tirant  sur  le  brin  libre  {PL  XI,  Jig*  170).  Il  existe 
entre  la  vitesse  de  tirage  du  brin  et  la  vitesse  d'élévation 
da  poids  un  rapport  très-simple  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
connaître. 

On  a,  en  effet,  en  projetant  horizontalement  et  vertica- 
lement le  contour  qui  s'étend  du  point  d'attache  au  point 
maximum  de  la  poulie  fixe, 

fl  ==  (X  4- V)  sin« -h  (sr -H  r')  cosf, 

ou,  en  différenliant, 

o  =  sinç.t/(X  Tf- V)  4-  [(X  -f-  V)cos(p  —  (2r4- r'Jsin.y]  ^/«p. 

D'autre  part, 

j' =  À  cosç  —  rsinç, 

j-=:  Vcos<p  —  [r-i-  r')siny  —  by 

€t  en  ajoutant, 

2j=  (X-f-V)cosy — [ir-^-  r')%\ï\ff  —  b, 

pals  diiférentiant 

2c(y  =  cosy.rf{X  4- V)  —  [().  H-)/)sin(})H-  (2r4-r')  coscp]fl?(p» 

Si  maintenant  on  multiplie  les  deux  équations  différen- 
tielles par  sîncj/  et  coso  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

Si  enfin  on  évalue  le  contour  lui-même,  on  trouve 

/  =  {)LH->/)  +  (ir  — 2o](r4-ir'V 

f?/  =  r/(). -h  V)  -  (2r4- r')  rf,p. 

14. 
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Ou  a  donc,  en  profitant  de  la  réduction  remarquable  qui 
s'opère 

d'où  le  rapport  dés  vitesses  de  tirage  et  d'élévation 
dl 

-7-  =  2C0Sflp. 

201 .  Moufles,  —  Là  combinaison  précédente  constitue 
le  cas  le  plus  simple  des  mouileg  ou  palans.  On  y  peut  dis- 
tinguer deux  chapesy  supérieure  et  inférieure,  portant  cha- 
cune plusieurs  poulies.  Une  corde,  attachée  à  un  crochet  qui 
est  fixé  lui-même  à  l'une  des  chapes,  passe  alternativement 
sur  les  poulies  de  la  seconde  et  de  la  première,,  et  se  détache 
librement  de  la  dernière  poulie  de  la  chape  supérieure.  Le 
module  sera  donc  pair  ou  impair,  suivant  que  le  crochet 
se  trouvera  à  la  chape  supérieure  ou  inférieure.  Nous  le 
désignerons  par  n. 

Supposons  les  chapes  assez  éloignées  pour  que  l'on  puisse 
considérer  tous  les  cordons  comme  parallèles.  Une  éléva- 
tion donnée  du  poids  ou  un  rapprochement  des  chapes  oc- 
casionne un  raccourcissement  égal  de  chacun  des  n  brins  et, 
par  suite,  uh  tirage  n  fois  plus  grand  du  brin  libre.  Ainsi 
donc  le  rapport  des  vitesses  de  tirage  et  d'élévation  est  mar- 
qué par  le  nombre  des  poulies;  d'où  il  faut  conclure  îra- 
inédiatement  qu'on  ne  peut  réaliser  au  moyen  des  moufles. 
que  des  rapports  de  transmission  exprimés  par  des  nombres 
ehtiers;  condition  encore  plus  restreinte  que  celle  que 
lious  avons  obtenue  pour  les  eogreriages  (109). 

D'après  cela,  considérons  le  brin  de  rang  h  à  partir  de 
celui  qui  est  fixé  au  crochet  et  que  nous  considérons  comme 
ayant  le  rang  zéro.  On  peut  Tenvisager  comme  le  brin  libre 
d'une  moufle  de  k  poulies.  Sa  vitesse  sera  dès  lors  k  fois 
celle  d'élévation.  On  voit  par  là  que  les  vitesses  des  diffé- 
rents brins  croissent  en  progression  arithnXétique. 
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Comme  d'ailleurs  ces  vitesses  sont  égales  k  celles  des 
jantes,  puisqu^il  n^y  a  pas  de  glissement,  et  que  celles-ci 
sont  le  produit  des  vitesses  angulaires  par  les  rayons,  on 
peat  employer  deux  dispositions  différentes  :  ou  bien  des 
poulies  à  œil  ayant  même  rayon  et  libres  de  prendre  des 
vitesses  en  progression  arithmétique,  ou  bien  des  poulies 
calées  sur  un  même  axe  et  prenant  par  suite  une  même  vi- 
tesse avec  des  rayons  en  progression  arithmétique. 

202L  Les  moufles  que  Ton  rencontre  dans  les  machines 
se  rattachent  à  trois  types  différents. 

Dans  le  palan  ordinaire  employé  par  la  marine  et  par  les 
pontonniers,  les  poulies  sont  égales  et  emboîtées  dans  une 
enveloppe  qui  les  garantit  des  chocs.  Elles  doivent  donc  être 
à  œil  et  enfilées  sur  l'axe  de  la  chape  (PL  XI y  Jlg.  171)- 

Dans  la  moufle  de  White,  les  poulies  ne  forment  qu'un 
seul  corps  pour  chaque  chape.  Elles  ont  alors  nécessaire- 
nïent  des  rayons  en  progression  arithmétique  (PL  XI, 
%.  172). 

Dans  la  moufle  plate  y  les  poulies  sont  placées  l'une  au- 
dessous  de  l'autre.  On  prend  ainsi  beaucoup  de  place  en 
liauteur,  mais  on  en  gagne  en  épaisseur.  Les  rayons  vont 
en  diminuant,  afin  d'éviter  que  les  brins  ne  se  gênent  mu- 
tuellement (PL  XI,  fig.  173). 

203.  Trains  de  moufles.  —  On  augmente  encore  la  ra- 
pidité de  la  transmission  en  disposant  une  série  de  moufles 
à  la  suite  Tune  de  l'autre,  de  manière  que  le  brin  libre  de 
chacune  soit  amarré  au  crochet  de  la  moufle  suivante.  La 
fiS'  ^74»  -P'-  ^y  représente  ce  dispositif.  Les  chapes  fixes 
ont  été  marquées  de  la  lettre  F  et  les  chapes  mobiles  sont 
désignées  par  M. 

Cherchons  le  rapport  de  la  vitesse  de  tirage  \fi  du  brin 
libre  de  la  dernière  moufle  et  de  la  vitesse  d  élévation  y^ 
de  la  chape  mobile  de  la  première.  Nous  aurons  pour  cha- 
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cune  àts  moufles,  d^près  le  résultat  précédent  (201), 


1^,  =  /î,i^tt, 

«'8  =  ^3^2, 


et,  en  multipliant  membre  à  membre  (*), 


Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  moufles  ont  le  même 
nombre  de  poulies,  cette  formule  devient 


—  =/?*. 


204.  Il  est  important  de  savoir  si  cette  combitiaison  doit' 
être  préférée  à  une  moufle  simple  qui  comprendrait  les  nk 
poulies  employées. 
.  Le  rapport  des  vitesses  serait  alors  nk^  et,  par  suite,  il  y 
aura  avantage,  s'il  est  moindre  que  n^^  car  un  même  nombre 
de  poulies  produira  avec  le  train  une  modification  plus 
sensible^  ce  qui  revient  à  dire  qu'à  transformation  égale,  le 
train  exigera  moins  de  poulies  que  la  moufle  simple.  Cker- 
cbons  donc  si  la  quantité 

est  positive.  Nous  pourrons  pour  cela  lui  substituer  celte 

autre  plus  simple. 

.         «*-'  — >^, 

car  n  ^ik  soni  positifs  comme  étant  égaux  ou  supérieurs 

1.  >■  '     ■  ■  '  ■  .  I  I  I  1        ■!  Il  J  I        I  I  « 

(*)  On  peut  aassî,  pour  réaliser  des  raf^orts  de  ntesse  fractionnaires,  au 
lîeo  d«  fetier  la  chape  inférieure  de  l^uoe  àm  aioafles  au  brin  lilire  de  la  toi- 
vante»  metti^  directement  en  commonication  les  deux  chapes  inférieures. 
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à  2.  Or  celte  fonction  s'annule  dès  que  7z  =  A=2,  el  elle 
reste  toujours  croissante  5  car  sa  dérivée  relative  à  h 
;2*"~'log/i  — I 

est  elle-même  positive  pour  les  valeurs  iaitiales  /t=  /:  =  2  ^ 
(qui  la  réduisent  à  la  valeur  log4  —  ï?  ^^^'^  laquelle  le 
logarithme  est  népérien),  et  toujours  croissante  avec  n 
et*. 

205.  On  peut  encore  chercher  le  module  le  plus  conve- 
nable, c'est-à-dire  celui  qui  rendra  minimum  le  nombre 
de  poulies  à  égalité  de  rapport  de  vitesses. 

Dans  ce  but,  nous  poserons 

j^  =  fl, 

d^où,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

logA 
Le  nombre  de  poulies  deviendra  par  là 

nk  =  \oaa   t • 

log/i 

Si  nous  égalons  à  zéro  sa  fonction  dérivée,  il  viendra 

log« — 1  =  o, 
•  /ï  =  ^  =12,^1828. . . 

Nous  prendrons  donc  celui  des  deux  nombres  entiers  qni 

comprennent  e,  pour  lequel  =- —  a  la  moindre  valeur 

/i  =  3. 

On  pourra,  à  Taide  de  ces  moufles  triples,  réaliser  les 
rapports  smTanta  àa  vitesses  : 

*  =  !,         2,  3,  4,  6..., 

a=if*=3,         9,         27,         81,         *43.... 
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S  in, 

TAMBOURS. 

206.  Le  tambour  est  le  point  d'appui  sur  lequel  la  corde 
passe  en  faisant  plus  d'un  tour. 

Le  tambour  s'appelle  frez/// quand  son  axe  est  horizontal, 
et  cabestan  quand  il  esl  vertical. 

Les  tambours  sont  en  général  cylindriques.  On  en  cons- 
truit aussi  dé  coniques  pour  faire  varier  le  rayon  (270). 
Parfois,  pour  assurer  l'enrotilement,  on  y  trace  en  creux 
une  spirale,  ce  qui  produit  les  fusées.  Citons  encore  les 
bobines  à  cables  plats,  qui  sont  des  cylindres  très-courts 
munis  de  joues  d'un  très-grand  rayon,  entre  lesquels  le 
câble  s'enroule  sur  lui-même  de  manière  à  faire  varier,  par 
ses  épaisseurs  accumulées,  le' rayon  d'enroulement  (271). 
Ces  diverses  formes  se  rencontrent  dans  les  appareils  d'ex- 
traction des  mines. 

-  207.  D'après  ce  qu'on  a  vu  {196)^  la  vitesse  de  tirage 


est  en  raison  composée  de  la  vitesse  de  rotation  et  du  rayon 
du  treiiîl.  Si  donc  on  veut  réaliser  des  rapports  excessive- 
ment faibles  de  Vitesse,  on  sef  trouvera  conduit  à  employer 
des  rayons  très-petits^  chose  impossible,  car  ce  faible 
rapport  de  vitesses  correspond  précisément  aux  efforts  les 
plus  intenses  qui  détermineraient  inévitablement  la  rupture 
de  l'appareil. 

On  emploie,  pour  lever  cette  difficulté,  le  trcuif  diffé- 
rentiel ou  chèvre  de  Lombard^  formé  de  deux  treuils  ordi- 
naires de  rayons  R  et  r  très-peu  diâerents  [PI.  XI,  Jîg.  1 75). 
La  corde  s'enroule  dans  le  même  sens  sur  tqus  les  deuJE  et  le 
passage  de  l'un  à  l'autre  s'efTeclue  par  une  spire  très-làche 
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descendant  au  niveau  du  poids  qu'il  s'agit  d'él^er.  Un 
tour  de  l'appareil  produit  un  enroulement  aTiR  de  l'un 
des  brins,  un  déroulement  2vr  de  Tautrc,  c'est-à-dire  une 
variation  !27r(R  —  r)  de  la  spire  lâche,  ou  une  élévation 
TT  (R  —  r)  de  la  poulie  mobile  qui  y  est  engagée,  si  nous 
considérons,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  brins  comme 
parallèles. 

Rien  n^empêche  dès  lors  de  réaliser  un  rapport  de  vitesse 
aussi  petit  quW  le  voudra  en  prenant  des  rayons  presque 
égaui[.  Mais  il  est  évident  que  la  longueur  de  la  corde  et 
par  suite  celle  du  treuil  deviennent  excessives,  puisqu'il 
faut,  pour  cette  faible  élévation,  un  tour  de  corde,  et  que 
le  rayon  doit  être  assez  notable  pour  résister  au  poids  con- 
sidérable que  Ton  entreprend  de  soulever. 

On  a  supprimé  cet  inconvénient  dans  le  palan  différen- 
tiel de  Wilson.  Chacun  des  deux  brins  fait  moins  d'un  tour 
sur  les  deux  poulies  peu  différentes  que  Ton  substitue  aux 
deux  portions  du  tambour^  puis  ils  redescendent  et  se  sou- 
dent en  corde  sans  (in  en  passant  sous  une  seconde  poulie 
mobile;  Calle-ci  se  meut  en  sens  inverse  de  l'autre  et  de 
quantités  égales,  puisque  la  longueur  totale  de  la  corde 
reste  fixe. 

208.  Sauf  le  cas  des  bobines,  la  corde  s'enroule  par  spires 
contiguës.  Pour  assurer  la  régularité  de  l'enroulement,  on 
peut  employer,  comme  dans  certaines  charrues  à  vapeur,  un 
petit  cAanb/  d'^ enroulement  (  PI.  XI,  Jig.  1 76),  qui  se  meut 
le  long  du  treuil  sous  l'empire  du  mécanisme  lui-même. 
On  s'arrange  pour  cela  de  manière  que  sa  marche  soit  pro- 
portionnelle à  la  longueur  enroulée  et  qu'il  se  trouve,  par 
suite,  toujours  en  face  du  point  d^en roulement.  Il  se  com- 
pose simplement  d'un  châssis  qui  porte  deux  rouleaux  entre 
lesquels  passe  la  chaîne. 

Quand  la  longueur  de  la  corde  devient  considérable, 
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eoitimedans  là  méthode  de  sondage  à  h.  corde  appelée  pro^ 
cédé  chinois^  il  devient  niécessaire  dç  donner  au  treuil  un 
grand  développement  suivant  la  génératrice.  Si,  en  effet, 
/  désigne  la  longueur  du  treuil  et  L-  celle  de  la  corde,  d 
et  D  leurs  diamètres,  n  te  nombre  de  tours,  on  aura 

LD 

.  — =  ^. 

Lorsque  la  longueur  devient  absolument  indéfinie, 
comme  dans  le  cas  du  remorqueur  à  chaîne  dont  nous  par^ 
lérons  bientôt  (211),  aucune  longueur  de  treuil  ne  saurait 
plus  suffire.  On  ne  lèverait  pas  davantage  U  difficulté  en 
faisant  seulement  passer  la  corde  sur  le  tambour  par  un 
petit  nombre  de  tours,  et  déroulant  l'autre  partie  au  fur  et 
à  tnesure  que  la  première  s'enroule.  Car  bien  que  la  copde 
occupât  un  faible  emplaceûient  sur  le  treuil,  cet  espace 
irait  sans  cesse  en  se  déplaçant  le  long  de  ce  treuil  de  toute 
la  longueur  qui  vient  d'être  calculée.  On  emploie,  pour 
remédier  à  cet  inconvénient,  un  double  treuil  cannelé, 
qui  présente  plusieurs  gorges  sur  lesquelles  la  corde  passe 
en  allant  d'un  treuil  à  l'autre  (PI.  XI,  Jig,  177).  Cha- 
cun d'eux  fonctionne  par  là,  à  plusieurs  reprises  succes- 
sives, comme  poulie,  la  cbrde  faisant  chaque  fois  nioins 
d'un  tour,  et  la  difficulté  inhérente  aux  tambours  se  trouve, 
comme  dans  le  palan  différentiel  (307),  radicalement  sup* 
P^rimée. 

209.  On  peut  employer  les  tambours  de  deux  manières 
diâereniqs»  Dans  la  première,  le  treuil  a  son  axe  fixe  et  la 
coiMle  file  suivant  sa  longueur,  comme  dans  les  treuils  de 
puits  ou  de  scmdage.  Dans  la  seconde,  la  corde  est  fixe  et 
Taxe  du  treuil  possède  un  mouvement  de  translation, 
comme  lorsqu'un  navire  se  rapprocha  de  son  ancre  en  en- 
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loulant  la  chaîne  sur  an  cabestan  ;  ou  encore,  comme  dans 
les  échafaudages  mobiles  suspendus  à  des  poulies  par  des 
cordes  que  les  ouvriers  enroulent  sur  un  treuil,  de  manière 
à  élever  eux-mêmes  la  planche  qui  les  porte. 

Paeuier  GEii&E.  — Tambour  Jixe, 

Deuxieice  GENEE.—  Cordefixè. 

210.  Tambour  fixe.  —  Balancier  à  lanières.   —  On 
transforme  la  rotation  alternative  du  treuil  en  va-et-vient 
de  la  tige  au  moyen  de  lanières  qui  sont  attachées  dans  les . 
deux   sens,   car  elles  ne   peuvent   agir  que   par  traction 

[n.  XI,  fis.  i-ji!,). 

Archet  à  forer.  —  La  mèche  de  Toutil  est  environnée  de 
la  corde  en  hélice  élastique  qui  sous-tend  un  archet 
(P/-  Xl^  fig.  179).  L'ouvrier  imprime  à  cet  archet  un 
mouvement  alternatif  rapide,  et  chaque  course  fait  faire  un 
assez  grand  nombre  de  tours  à  Toutil  qui  a  un  faible 
diamètre. 

Drille.  —  La  mèche  passe  dans  une  sorte  de  cadre  sur 
lequel  la  main  appuie  de  haut  en  bas  {PL  XI,  Jig>  180). 
Les  cordes,  qui  sont  amarrées  à  une  hauteur  donnée,  se 
déroulent  sous  l'empire  de  cette  tension  et  déterminent  la 
JTotatioù  du  corps.  Sa  vitesse  acqnise  les  enroule  ensuite  en 
sens  contraire  en  remontant  le  cadre  sur  leqael  la  main  a 
cessé  d'appuyer.  Après  quoi  tout  recommence. 

214.  CoRUE  FIXE.  —  Chariot  des  midl-jennj.  —  On 
obtient,  un  guide  très -sûr  du  mouvement  rectiligne 
[PL  XI ^  fig.  181)  en  engageant  entre  deux  cordes  ten- 
dues un  petit  chariot  porteur  de  deux  cabestans  sur  lesquels 
les  cordes  passent  en  dessinant  un  Z.  Le  moindre  écart  du 
chariot  provoque  dans  la  corde  un  accroissement  notable 
de  tension  qui  le  ramène  dans  la  ligne. 

Bemorqueur  à  cliaùie.  —  On  avait  établi  dans  les  der- 
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nîçrs  siècles,  pour  franchir  un  rapide  du  Rhia  situé  près 
de  Bingen  et  nommé  Bîngerlock,  un  bateau  stationnaire 
portant  un  treuil  et  deux  roues  pendantes.  Sur  ce  treuil 
passait  un  câble  amarré  en  amdnt  du  passage.  Le  courant 
de  Teau  faisait  tourner  les  roues  et  le  treuil  en  enroulant 
la  corde.  Mais  comme  celle-ci  était  amax'réc,  le  remorqueur 
était  forcé  de  remonter  lesbateaux  auxquels  on  Tattelait. 

Aujourd'hui  ce  principe  est  appliqué  d'une  manière 
plus  simple  dans  le  lit  de  la  Seine.  Une  chaîne  est  noyée  et 
amarrée  à  ses  deux  extrémités.  Elle  se  relève  pour  passer^ 
sur  le  remorqueur  qu'elle  traverse  de  l'avant  à  l'arrière  en 
faisant  plusieurs  tours  sur  un  double  treuil  cannelé  (208) 
qU6  manœuvre  une  machine  à  vapeur.  La  rotation  du  treuil 
provoque  de  la  même  manière  le  mouvement  du  remor- 
queur d'aval  en  amont.  La  force  de  la  vapetir  a  seulement 
remplacé  cell^  du  courant. 

COURROIES  SANS  FIN. 

212.  Les  courroies  sans  fin  sont  celles  dont  les  deux 
extrémités  sont  réunies  ensemble  d'une  manière  fixe,  ou 
encore  par  une  boucle  qui  permet  d'en  faire  varier  dans 
des  limites  restreintes  la  longueur  et  la  tension.  Nous  en 
distinguerons  deux  sortes,  suivant  que  la  transmission  est 
ou  non  Uniforme. 

Premieh  GENRE. —  Trànsmission  unifonnc. 
Secojjd  GEKRE.  —  Transmissiou  variable. 

213.  TuANSMissiON  UNIFORME.  —  On  emploie  des  poulies 
circulaires  (197,  III).  La  courroie  étant  ineilensible,  tous 
ses  points  possèdent  la  même  marche.  Et  comme  elle  passe 
sans  glisser  sur  les  poulies,  ces  dernières  ont  toutes  les  deux 


la  même  vitesse  à  Ja  circonférence 
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lem  dajonter  que  cela  même  devient  un  avantage  dans 

Wr''""/"  «Jents  d'engrenage' En  outre,  rien  ne 
opposea  ce  que  Je  rapport  de  transmission  soit  quelconque, 
fe  qu,  n  a  pas  J,eu  pour  les  roues  dentées. 

-14.   Lorsque  les  axes  sont  parallèles,  on  place  les  pou- 
«es  dans  un  même  plan  perpendiculaire,  et  on  établit  les 

nns  suivant  leurs  tangentes  communes.  Maïs  on  peut 
employer  les  tangentes  extérieures  (PI.  XII,  fig.  18:.)  ou 
m.erieures(i>/.jr//,^^.,83). 

Ce  dernier  mode  est  préférable,  comme  augmentant  V an- 
gle d  enroulement,  et  par  suite  l'adhérence   (40S).  Mais, 
comme  il  est  nécessaire  que  les  courroies  adhèrent  towjouTS 
par  la  face  rugueuse,  on  est  forcé  de  faire  subir  à  cAiacun 
des  deux  brins  une  torsion  de  180  degrés  dans   VinterNaWe 

(')  Dans  la   réalité,  leitensîon  raomeotanée  que  subissent    les  vat»i^ 
"cce«ive,  do  la  courroie,  dans  la  portion  qui  marche  de  1»  po«\le  co«4»»W 
«la  poulie  motrice,  donne  à  celle^i  un  léger  excédaltt  ao  vltease.  S»«»»^ 
"•  Krelz,  on  peut  l'éTalner  à  jij. 
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libre.  Celte  torsion  a  d'ailleurs  l'avantage  de  faire  que  les 
bfîns  se  rencontrent  par  le  plat  et  non  par  la  tranche.  On 
exécuté  la  torsion  dans  un  sens  tel,  que  la  rencontre  ait  lieu 
par  la  face  polie. 

,215.  Lçfsque  les  axes  ne  se  rencontrent  pas,  on  leur 
mène  deux  plans  perpendiculaires  [Pl,XII,fig.  184).  Dans 
chacun,  on  abaisse  du  pied  de  l'axe  correspondant  une  per- 
pendiculaire sur  rintersection  de  ces  plans,  et  l'on  obtient 
ainsi  les  rayons  dès  poulies  qui  seront  alors  tangentes  à 
ce^te  intersection. 

IJn  pareil  système  ne  saurait  fonctionner  dans  les  deux 
sens  sans  déterminer  la  chute  de  la  courroie  de  dessus  le$ 
pouliçs.  Il  faut,  en  effet,  que  le  brin  qui  arrive  se  préàenle, 
ou 'à, peu  près,  dans  le  plan  de  la  poulie,  sans  quoi  il  ten- 
drait: à  être  incessamment  rejeté  de  coté,  au  lieu  d'adhérer 
le  long  de  la  jante.  Or,  lorsque  les  poulies  ne  sont  pas  trop 
rapprochées,  il  existe  peu  de  différence  entre  les  points  de 
contact  A  et  B  sur  la  poulie  O  des  tangentes  AC  et  BB'  à  la 
poulie  O'.  Par  suite,  $auf  une  erreur  sans  importance  pour 
ce  genre  d^appréciation,  on  peut  les  considérer  comme  un 
seu^  point  AB',  et  de  même  les  deux  autres  comme  un  seul 
point  A'B'.  D'après  cela,  si  l'on  marche  dans  le  sens  des 
flèches,  le  bi^în  AC  qui  arrive  sur  la  poulie  O'  se  présente 
dans  son  plan,  car  il  part  du  point  AB  qui  appartient  aux 
deux  plans  et  arrive  en  un  point  C'du  plan  de  la  poulie.  Il 
en  est  de  même  d,u  second  brin. Tandis  que,  si  l'on  marchait 
à  contre-sens,  le  brin  C'A  qui  est  dans  le  plan  de  la  pou- 
lie O'  ne  se  présenterait  plus  dans  celui  de  la  poulie  O. 

216.  Pour  apprécier  dans  ce  cas  le  rapport  des  vitesses, 
je  construirai  une  figure  d'après  les  procédés  de  la  géomé- 
trie descriptive  [PL  HI,  Jîg.  45).  Prenons  pour  ligne  de 
terre  l'un  des  axes  AB;  pour  plan  vertical  un  plan  parallèle 
au  second  axe  dont  les  projections  seront  alors  Aj  Bi>  A'^B', . 


.  V 


CORDES.  223 

Le$  plans  des  deux  poulies  perpendiculaires  à  ces  aies  se- 
ront DCD'  et  C'^DiK.  Leur  intersection  ou.  la  tangente 
commune  sera  Thorizontale  projetée  en  CD  et  en  T.  Enfin 
les  rayons  des  poulies  se  trouveront  projetés  en  vraie  gran- 
deur  enCT,  G'.ï. 

Désignons  par  r  et  i\  ces  rayons  ^  par  5,  ^i  les  longueurs 
des  axes  à  partir  de  leur  perpendiculaire  commune  OOj,  à 
savoir,  OC  et  OC;  enfin  par  a. leur  angle.  Nous  aurons,  en 
projetant  les  deux  contours  équivalents  OCT  et  OC',T  suc- 
cesssivement  sur  CT  et  suc  C'T, 

r  =  Ti  cos  a  4-  (^L  sin  a , 
r^-=^  r  C08  a  —  ^  sin  a, 
d'où 


J,  sin  a  =  r  - 

—  r,  cos  a , 

^  sin  a  =  /•  cos  a  —  r, , 

et,  par  suite, 

^. 

r  «—  r,  cos  a 
r  cos  a  —  r, 

r 

—  —  cos  CL 
ri 

$ 

r 
—  CtoS  à  —  I 

r, 

Si  maintenant  on  pose 

- 

r 

on  obtiendra  indifféremment 

m  •= 

/t  cos  a  -r-  I 

5 

m  cos  a  —  r 

-  cos  oc  m  —  cos  X 

ou,  sons  une  forme  symétrique, 

mn  -4-  I 


cosa=i 


Lors  donc  que  Ton  voudra  réaliser  un  rapport  n  de  vi- 
tesses, on  obtiendra  par  cette  formide  celui  m  des  distances 
des  plans  des  poulies  à  la  perpendiculaire  commune  des  axes. 
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Mais  la  grandeur  absolue  de  ces  distances  et  celle  des^ou* 
lies  restent  arbitraires.  Si  l'on  cluTclicle  lieu  de  la  droite  T 
correspondant  à  tous  les  systèmes  qnd  Ton  peut  employer, 
on  pourra  le  rcjjrésenterpar  son  équation  entre  $  et  r.  Elle 
sera,  en  substituant  à  d^  sa  valeur  précédente  : 


n  cos  a  —  I                  ^  sin  a             ^  sin  a 

^  sin  r 

n  —  cos  a                  ^,  sin  a        r  —  r^  cos  a 

i      /i  sin  a 
r  n^^  cos  a 

r 

r  ~  -  co»  a 

n 

c'est  Téquation  d*un  plan  qui  a  pour  inclinaison  ^ 

n  $in  «■ 


tang  a,  = 


/{ cos  a  • 


En  rapportant  les  angles  aux  plans  bissecteurs,  on  obtient 
cette  formule  plus  élégante  au  moyen  de  transformations 
que  je  supprime  pour  abréger 

tangp,  =  — —  tangp. 

217.  Transmission  vakiable.  —  Rouleau  tenseur. —  Un 
premier  mode  consiste  dans  Temploi  d'une  poulie  non  cir- 
culaire communiquant  avec  une  autre  poulie  circulaire 
(PI.  XII ,  Jîg.  i85).  En  supposant  la  rotation  de  cette 
dernière  uniforme  et  négligeant  Tobliquité  du  cordon, 
on  déterminera  le  profil  inconnu  par  la  métbode  géné- 
rale (196). 

218.  Fusées  complémentaires.  —  On  peut  aussi  em- 
ployer une  fusée  dont  le  rayon  varie  à  chaque  instant 
(PL  Xlly  fig.  186)5  mais  il  devient  nécessaire  de  déter- 
miner en  conséquence  la  fusée  conjuguée.  M.  Roland  a  fait 
remarquer  à  cet  égard  que,  quel  que  soit  le  profil  de  la  fu- 
sée, le  profil  conjugué  est  complémentaire;  en  ce  sens  qu'il 
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s'emboîterait  exactement  avec  le  premier  6i  Ton  rappro- 
chait les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes.  Cet  énoncé  8up*< 
pose  à  la  vérité  que  l'on  emploie  des  courroies  à  tangentes 
intérieures. 

La  question  est  simplement  de  montrer  que  la  somme 
des  arcs  embrassés  et  des  tangentes  intérieures  communes  a 
deax  cercles  reste  constante  lorsque  la  somme  de  leurs 
rayons  reste  elle-même  invariable  (PL  IJI^  fig.  46)-  Car 
alors  la  même  courroie  pourra  toujours  fonctionner  sur 
ces  deux  cercles.  On  sait,  en  effet,  que  les  tangentes  inté- 
rieures sont  parallèles  à  celles  qui  seraient  menées  de  Tun 
des  centres  à  un  cercle  concentrique  à  Tautre  et  décrit  avec 
la  somme  des  rayons,  qui  reste  constante  par  hypothèse.  Les 
rayons  sur  lesquels  se  trouvent  les  points  de  contact  sont  les 
mêmes  pour  ces  tangentes  de  construction  et  pour  les  tan- 
gentes communes  dans  tous  les  systèmes  de  cercles.  On  voit 
dès  lors  que  ces  dernières,  dans  deux  systèmes  quelconques, 
seront  respectivement  égales  comme  côtés  opposés  d'un  rec- 
tangle. Quant  aux  angles  embrassés,  ils  seront  aussi  inva- 
riables, et,  par  suite,  leurs  arcs  Ra  et  roL  auront  une 
somme  fixe  {R-|-r)a,  car  les  deux  facteurs  sont  con- 
stants. Le  périmètre  entier  de  la  courroie  reste  donc  tou- 
jours le  même,  comme  il  fallait  le  démontrer. 
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CHAPITRE  XIV. 

EMBRAYAGES. 


SI' 

KMBAÂYÂGES  BECriUGNESi 

I 

219.  Nous  comprenons  sous  la  dénominatloa  d'em- 
broyages  les  appareils  accessoires  destinés  a  produire  £^  la 
volonté  du  mécanicien  une  modification  bru^ue  daaa  la 
marche  d'une  machine  (XXVI). 

On  peut,  par  leur  moyen^  changer  la  grandeur  ou  le  sens 
de  la  vitesse,  et  en  particulier  effectuer  la  mise  en  marche 
ou  l'arrêt  de  l'appareil. 

Nous  distinguerons  d'ahord  àenx  sortes  d'embrayages, 
suivant  que  la.  modification  reste  à  la  volonté  du  mécani- 
cien ou  qu'elle  est  effectuée  par  la  machine  elle-même  à  des 
instants  déterminés.  Une  troisième  catégorie  comprendra 
le^  embrayages  qui  permettent  la  marche  |dans  un  sens  en 
entravant  complètement  la  marche  rétrograde,  et  qu'on 
appelle  encliquetages . 

Première  catégorie.  —  Embrayages, 

Deuxième  catégorie.  —  Déclics.  . 

Troisième  catégorie. —  Encliquetages* 

Embrayages.  —  Les  embrayages  ordinaires  sont  des  ap- 
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pareils  de  natures  très-diverses  que  nous  pourrons  néan* 
moins  rattacher  aux  quatre  types  suivants  : 

Preuiea    genre.    —  Embrayages  reciilignes. 

Deuxième  gejxke,.  —  Embrayages  par  soulèvement. 

Troisième  gehre.  —  Manchons  d^ embrayage. 

Quatrième  gehke. —  Courroies  d* embrayage. 

220.  Embrayages  RBCTiLiGHBS.*-i?arrej  d* excentrique. 
—Le  problème  du  changement  de  marche  dans  une  locomo- 
tive revient  au  renversement  de  la  vapeur  dans  le  eylindre^ 
car  si  Ton  place  alternativement  sur  chacune  des  faces  dn 
piston,  dans  une  position  donnée,  le  vide  du  condenseur  ou 
la  pression  de  la  vapeur,  il  se  déplacera  d'un  côté  ou  de 
l'autre,  et  avec  lui  tout  le  train  dont  il  détermine  le  mou- 
vement. Il  faut  donc  faire  en  sorte  que  le  tiroir  de  distri- 
bution se  meuve  dans  un  sens  ou  dans  Fautre  pour  xjue  les 
lumières  qu'il  démasque  par  ce  mouvement  se  trouvent  en 
commnnication  avec  la  boite  à  vapeur  ou  avec  le  conden- 
seur. Or  le  tiroir  est  manoeuvré  par  un  excentrique  circu- 
laire à  collier,  ce  qui  revient,  comme  nous  Tavons  vu,  au 
point  de  vue  géométrique  (165),  au  système  d'une  bielle  et 
d'une  manivelle  qui  aurait  pour  bras  rexcentrîcité.  Il  faut 
donc  que  cette  dernière  se  trouve  successivement  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'arbre  tournant,  pour  que  la  vitesse  acquise 
de  rotation  de  ce  deinier  manœuvre  rextrémité  du  bras 
d'un  côté  ou  de  l'autre.  L'impossibilité  de  décaler  et  de 
recaler  ainsi  à  chaque  instant  l'excentrique  pendant  le 
mouvement  conduit  à  en  disposer  deux  a  Tavancc  avec  des 
excentricités  diamétralement  opposées  (*),  et  le  problème 


(*)  En  réalité,  le»  excentricités,  an  liea  d^6tre  à  180  degrés  Tune  de  l'autre, 
forment  un  angle  obtus,  comme  on  le  voit  sur  les  fg.  187  cl  188  {PI.  XU). 
Cette  modification  porte  le  nom  d'avance  angulaire;  elle  est  nécessitée  par 
remploi  du  tiroir  à  recouvrement,  dont  l'explication  exigerait  des  détails 
Urat  à  fait  étrangers  h  notre  sujet  actuel. 
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revient  alors  à  établir  la  commuiiication  de  Tarbre  et  du 
tiroir  successivement.par  Tan  ou  par  l'autre  de  ces  excen- 
triques. 

Le  moyen  le  plus  anciennement  employé  pour  cela  con- 
siste dans  remploi  des  barres  d'excentrique  (PL  Xlly 
fis*  ^87)*  ^^^  deuît  bielles  se  terminent  alors  par  une  selle 
que  Ton  met  à  cheval  sur  le  bouton  de  la  tige  du  tiroir;  les 
becs  disposés  de  chaque  côté  de  ces  selles  font  l'office  d'en- 
tonnoir pour  diriger  avec  sûreté  le  bouton  dans  l'encoche 
pendant  le  relèvement  ou  l'abaissement  du  système.  Cette 
manoeuvre  s'effectue  au  moyen  d'un  levier  de  relevage,  et 
de  la  barre  qui  réunit  les  deux  bielles.  Au  moyen  de  ce 
dispositif,  le  bouton  n'est  jamais  mené  que  par  un  ex- 
centrique, Tautre  cessant  alors  de  contribuer  k  la  trans- 
mission.      • 

321 .  Coulisse  lie  Stephenson*  —  Un  .moyen  de  be^iucoup 
préférable  consiste  à  remplacer  la  tige  de  réunion  des  deux 
bielles  par  une  pièce  à  coulisse  qui  réunit  les  deux  selles, 
et  dans  laquelle  est  engagé^  de  manière  à  n'en  pouvoir  sor- 
tir, le  boulon  de  la  tig«  du  tiroir  [PL  XII,  fig.  188). 

Par  là,  d'abord  on  supprime  radicalement  le  danger  de 
manquer  leboutou,  malgré  les  fourches,  pendant  le  rele- 
vage. 

On  réalise  en  même  temps  un  avantage  important.  On 
n'est  plus,  en  effet,  forcé. de  placer  le  bouton  dans  chaque 
selle;  auquel  cas  il  n'est  mené  que  par  un  excentrique, 
sans  que  l'autre  concoure  à  la  transmission.  On  peut 
encore  le  mettre  au  milieu  de  la  coulisse  ;  dans,  ce  cas,  le 
tiroir  qui  participera  également,  en  raison  de  la  symétrie, 
aux  deux  mouvements  contraires  des  excentriques  restera 
en  repos  dans  une  position  moyenne,  ce  qui  supprime  le 
jeu  de  la  vapeur.  On  peut  enfin  le  mettre  dans  une  série  de 
positions  intermédiaires  qui,  le  faisant  participer  plus  ou 
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moius  aux  monyements  de  chacun  des  excentriques,  feront 
varier  sa  course  depuis  zéro,  pour  la  position  moyenne, 
jusqu'au  maximum  que  Ton  obtient  aux  extrémités.  Et  cette 
variïition  de  la  course  est  d'une  grande  importance,  car  elle 
ïaodifie  le  temps  de  l'ouverture  et  de  la  fermeture  des  lu* 
mières,  c'est-à-dîre  la  détente  de  la  vapeur,  et,  par  suite,  la 
force  en  chevaux  de  la  machine. 

222.  Le  dispositif,  tel  qu'il  vient  d'être  décrit,  présente 
un  inconvénient  iassez  réel.  Si  nous  supposons,  pour  plus  de 
clarté,  l'arbre  au  repos,  et  que  nous  effectuions  seulement 
le  relevage,  ce  mouvement  imprimera  évidemment  au  bou- 
ton un  déplacement  et  produira,  par  suite,  un  dérange- 
ment dans  sa  position  moyenne  et  dans  la  distribution  qui 
en  dépend. 

Pour  éviter  ce  déplacement,  on  a  proposé  de  briser  la 
ti^e  du  tiroir  et  de  faire  agir  le  système  de  relevage  sur  la 
pièce  articulée  qui  le  termine  {PI.  XII ^Jig.  189).  De 
plus,  la  coulisse  a  alors  la  forme  d'un  cercle  dont  le  centre 
se  trouve  sur  l'articulation  même.  De  cette  manière,  le  re- 
levage de  cette  pièce  s'opère  par  un  mouvement  de  rotation 
sans  Replacer  son  centre,  ni  le  tiroir  qui  lui  est  relié.  Ce 
dispositif  est  connu  sous  le  nota  àe  coulisse  renversée.  Il  a 
en  revanche  Tinconvénient  de  donner  au  système  un  assez 
grand  développement  en  longueur. 

223.  Le  mouvement  de  la  coulisse  est  excessivement 
compliqué.  Il  a  été  Fobjet  d'une  étude  très-approfondie  de 
la  part  de  M.  Phillips.  Je  lui  emprunterai  une  construction 
fort  élégante  du  centre  instantané  (PL  III,  Jig,  47)- 

Nous  savons  que  ce  centre  se  trouve  sur  les  normales  aux 
trajectoires  des  différents  points  (VIII).  Une  première  nor- 
male sera  la  bielle  de  relevage  KH.  Car  le  système  de  rele- 
vage étant  une  fois  fixé  dans  une  position  quelconque,  cette 
bielle  oscille  autour  de  son  extrémité  K.  Un  quelconque  de 


aSiO  ÉTUDE   GÉOMÉTRIQUE   DES    MÉCÀNISMÏIS. 

fies  peints,  pair  exemple  F  articulation  H,  qui  la  réunit  à  la 
coulisse,  décrit  donc  iin  cercle  autour  de  K  et  HK  ^st  la 
normale  de  ce  point  de  la  coulisse. 

Pour  achever  de  déterminer  la  position' A  du  centra  in- 
stantané sur  la  bielle  de  relevage,  je  supposerai  le  problème 
résolu.  Si  (X  est  la  rotation  élémentaire  de  la  coulisse  autour 
de  n,  le  déplacement  linéaire  deson  extrémité  B  aura  pour 
valeur  fîB^a,  et  sa  direction  sera  normale  à  ÛB.  Le  centre 
instantané  w  de  la  bielle  d'excentrique  AB  se  trouve  dès 
îors  sur  ftB  et  sa  rotation  élémentaire  est  exprimée  par 

«B 

L'autre  extrémité  A  de  cette  bielle  éprouvera  dès  lors  un 
déplacement  linéaire 

ne. a  ' 

«B  ^ 

normalement  à  o)A*,  mais  ce  déplacement  doit  être  aussi 
normal  à  OA,  puisque  ce  point  d'attacbe  participe  à  la 
rotation  de  l'arbre  tournant.  Ainsi  ai  A  est  le  prolongement 
de  OA,  et  la  rotation  de  l'arbre  tournant  aura  J>o^r  va- 
leur 

«B        *  ÔÂ  * 

Pour  simplifier  cette  expression,  menons  par  le  centre 

instantané  îî  de  la  coulisse  les  parallèles  îiC,  fiC'  aux 

excentricités  OA,  OA',  les  triangles  semblables  fîBC,  wBA 

donneront  la  proportion 

,  fltC  _  û)A 

ûB  ""  wî' 

nB.wA 

—  =  aC. 

wB 

Par  là  la  rotation  élémentaire  de  l'arbre  tournant  O  devient 
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simplement 


ne 


MaiS)  en  raisonnant  de  la  même  manière  pour  l'autre  moi- 
tié de  l'appareil,  nous  la  mettrons  également  sous  la  forme 

On  a  donc,  en  égalant  ces  deux  expressions , 

ce  qui  montre  que  nous  avons  trois  points  en  ligne  droite  : 
0  centre  de  l'arbre  tournant,  fl  centre  instantané  de  la 
coulisse,  et  D  point  de  concours  des  deux  bielles  d'excen- 
trique. 

De  là  la  construction  suivante  :  si  l'on  prolonge  les  bielles 
d'excentriques  AB,  A'B'  jusqu'à  leur  rencontre  en  D,  et 
qu  on  tire  de  ce  point  une  droite  DO  par  le  centre  de  l'arbre 
tournant,  elle  coupera  la  bielle  de  relevage  HK  au  centre 
instantané  il  de  la  coulisse. 

Le  rapport  des  vitesses  de  rotations  instantanées  de 
l'arbre  tournant  et  de  la  coulisse  admettant,  comme  nous 
l'avons  TU,  l'une  on  l'autre  des  expressions 

ÛC        £C[ 
OA  '      OA'  ' 

dont  les  dénominateurs  restent  constants,  on  voit  que  ce 
rapport  varie  comme  la  distance  du  centre  instantané  à 
l'une  quelconque  des  bielles  d'excentrique  comptée  paral- 
lèlement à  son  excentricité. 
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SU- 
EMBRAYAGES  PAR  SOULÈVEMENT. 

224.  Pxilier  à  soM^lèi^ement,  —  Un  moyeu  très^simplei  en 
théorie,  d*étâblir  ou  de  supprimer  la  communication  entre 
deux  roues  dentées  consiste  à  supporter  le  pivot  de  Tune 
d'elles  sur  une  erapaudine  a  vis^  qui  permet  de  Télever  ou 
de  l'abaisser  d6  manière  à  la  mettre  ou  non  en  regard  de 
Tautre  (PL  Xll^fig.  190).  En  pratique,  ce  procédé  est 
assez  incommode  et  ne  s'applique  convenablement  que 
dans  le  repos, 

225.  Trains  complémentaires,  -—  En  partant  de  ceprin»- 
cipe  on  peut  indiquer  un  moyen  de  faire  varier  le  .rapport 
de  transmission  de  plusieurs  manières  différentes.  Il  suffit 
pour  cela  de  monter  sur  l'arbre  fixe  et  sur  celui  qui  est  sus- 
ceptible de  glisser  dans  sa  propre  direction  deux  séries  de 
roues  dont  les  rayons  soient  complémentaires,  de  manière 
à  leur  permettre  d'engrener  ensemble. 

Il  faut  alors  établir  entre  ces  roiies  des  intervalles  con- 
venables pour  qu'une  seule  paire  se  trouve  a  la  fpis  en  prise. 
Lajftg.  48,  i^/.///^  représente  cette  disposition,  sauf  un  jeu 
qu'il  est  toujours  nécessaire  de  laisser  dans  la  pratique.  Les 
Intervalles  sont  égaux,  pour  l'arbre  mobile,  à  o,  1,  a, 
3,. . .  largeurs  de  roue,  et  pour  l'autre  à  i ,  2  ,  3,  4  9  •  •  •  lar- 
geurs. Un  déplacement  d'une  largeur  désuiiira  )a  première 
paire,  réunira  la  seconde,  et  ne  rejoindra  pas  encore  la  troi- 
sième ni  les  suivantes.  Un  déplacement  de  deux  largeurs 
désunira  la  première  paire,  dépassera  le  but  pour  la  seconde, 
rejoindra  la  troisième,  et  ne  suffira  pas  encore  pour  la  qua- 
trième et  les  suivantes;  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  désigoe  par  n  le  nombre  des  roues  de  chaque 


EMBRAYAGES.  233 

arbre,  l  leur  largeur  commune,  L  la  longueur  de  Tarbre 
inférieur,  et  1/  celle  de  l'arbre  supérieur,  on  aura 

L  =  ii/-+-[i-+  2+  3-h...-l-  (/i  —  0]/ 

et  / 

L'= /?/ H-[Hr  2  +  3 -h. .  .-H  (/?  —  a)]/  ' 

ce  qui  revient  à  ces  formules  très-simples  : 

^  L-f.L'  =  (/i»-M)/, 

L--L'=:=(/»  —  i)/. 

^6.  Quant  à  la  méthode  qui  permettra  de  déterminer 
les  rayons  en  vue  d'une  série  donnée  de  rapports,  je  l'expli- 
quêtai ,  pour  plus  de  clarté,  sur  un  exemple;  mais  il  sera 
&cile  d'en  dégager  le  principe  général. 

Proposons-nous  de  réaliser  la  série 

12       3       4       3      5 
Il       I       I      ^4, 

en  nous  imposant,  pour  plus  de  simplicité,  la  condition 
que  le  pas  soit  le  même  pour  toutes  les  roues.  La  somme  des 
rayons  étant  constante  comme  égale  à  la  ligne  des  centres,  il 
en  est  de  même,  en  multipliant  par  2?:,  de  la  somme  des  cir- 
cooférences,  et,  en  divisant  par  le  pas,  de  la  somme  des  mo- 
dules. Mais  les  modules  sont  réciproquement  proportionnels 
aux  deux  termes  des  fractions  proposées  (106).  Cette  somme 
constante  des  modules  est  donc  un  multiple  de  chacune  des 
sommes  des  deux  termes  de  fractions  proposées,  à  savoir  : 

2,     3,     4»     5,     5,     g. 
Il  convient,  par  suite,  de  la  prendre  égale  à  leur  plus  petit 
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Gômman  multiple 

.2».3^5  =  i8o, 

et  il  ne  reste  plus  qu'a  partager  ce  nombre  en  deux  parties 
proportionnelles  aux  termes  de  chacune  des  fractions,  ce 
qui  fournit  les  modules 

90,       120,       i35,        x44»^      ïo8»       100, 
90,         60  5         4^>        ^^>         7^>         ^^• 

Si  les  rapports  ne  sont  pas  assignés,  i]  convient,  pour 
économiser  les  modèles  de  fonderie^  de  prendre  deux  séries 
identiques  pour  les  deux .  arbres.  On  pourra  dès  lors  se 
donner  la  moitié  ou  la  moitié  plus  un  des  tiermes  successifs, 
suivant  que  leur  nombre  total  est  pair. ou  impair,  et  les 
autres  s'en  déduiront  par  la  condition  que  la  somme  des 
termes  équidistants  des  extrêmes  soit  constante  et  égaie  à 
fintervalle  A  des  axes. 

'On  pourra,  par  exemple,  employer  une  progression 
arithmétique,  puisque,  dans  cette  sorte  de  sérié,  la  somme 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  est  toujours  la  même  ('). 
Les  rayons  seront  alors 


•  y        >  •  •  •  >  — — ^  >  • 


/lA         in  —  i)A                in  —  /• -f- 1)  A                    A 
^ ,      ^ >-«-j >*-V9      ; 

227.  Trains  non  complémentaires.  —  On  "peut,  à  la 
vérité,  pour  réaliser  des  séries  qui  ne  remplissent  pas  la 
condition  précédente,  renoncer  à  l'emploi  des  rayons  com- 
plémentaires {PL  XII ^fig.  ïpï).  On  a  recours  alors  à  un 


(^)  Mais  on  ne  pourrait  employer  un^  progression  géométrique,  comme 
on  Ta  parfois  avancé  par  mégardei  En  effet,  la  somme  et  le  produit  des 
termes  équidistants  des  extrêmes  deTraient  être  à  la  foid  constants  j  ce  <|ui 
est.  impossible. 
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mécanMQie  assez  compliqué  et  un  peu  faible,  qui  est  cepen- 
dant employé  par  les  tourneurs. 

Les  deux  arbres  sont  fixes  et  portent  des  roues  quel- 
conques placées  en  regard  les  unes  des  autres.  On  établit  la 
communication  d'une  paire  quelconque  en  amenant  dans 
son  plan  une  roue  auxiliaire,  que  Ton  installe  de  manière 
à  ce  qu'elle  soîl  tatigente  aux  deux  proposées.  A  cet  effet, 
le  palier  de  celle  roue  est  porté  par  une  pièce  susceptible 
de  s'élever  dans  une  rainure  rectî ligne  de  manière  à  faire 
yarier  Tordonnée  du  centre.  Le  montant  dans  lequel  est 
pratiquée  celte  rainure  peut  lui-même  glisser  horizontale- 
ment dans  une  seconde  coulisse,  pour  que  Ton  puisse  dis- 
poser à  volonté  de  l'abscisse.  Enfin  cette  coulisse  peut  être 
transportée  parallèlement  à  elle-même,  afin  de  permettre 
d'amener  la  roue  auxiliaire  dans  le  plan  des  paires  succes- 
sives. 

On  prend  encore,  pour  plus  de  simplicité,  des  séries 
identiques  pour  les  deux  arbres  ;  et  il  devient  possible,  dans 
ces  conditions,  d'adopter  comme  la  plus  naturdle  la  pro- 
gression géométrique 

A  #,  A  ly  A  /j     •     .    a    ,  A  /,     •    •     a    ,  fy 

le  rapport  de  transmission  variant  alors  lui-même  suivant 
une  progression  géométrique 


:>» 


228.  Trains  multiples.  —  On  obtiendrait  un  plus  grand 
nombre  de  variations  en  laissant  la  roue  intermédiaire 
dans  un  plan  fixe,  et  y  amenant  successivement  toutes 
celles  des  deux  arbres,  de  manière  que  chacune  des  roues 
de  l'un  pût  être  mise  en  relation  avec  toutes  celles  de 
l'autre.  Le  nombre  de  combinaisons  sera  alors  le  produit 
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dés  deux  modules^  et  l'on. aura  avantage  à  pre^ndre  ces  der- 
niers ëgau:!^  pour  obtenir,  avec  une  quantité  de  roues 
donnée^  le  plus  grand  nombre  possible  de  variations.  On 
sait,  en  effet,  que  le  produit  de  deux  facteurs  qui  ont  une 
sùmme  fixe  devient  maximum  lorsqu'ils  sont  égaux. 

229.  Mais  on  obtient  une  solution  préférable  en  rentrant 
dans  le  dispositif  précédent  et  en  employant  seulement  un 
plus  grand  nombre,  d'arbres.  On  reliera  pour  cela  les  arbres 
proposés  Ao  et  A^  au  moyen  dep — i  arbres  intermédiaires 
A,-,  pour  chacun  desquels  nous  appellerons  rii  le  module 
ou  le  pombre  de  roues ^  ^/x<-  la  raison  de  la  projgression  des 
rayons  \  ki  le  rang  de  la  roue  mise  en  communication  avec 
Tarbre  précédent,  et  enfin  C^  un  coefficient  constant.  On 
aura  alors,  en  appliquant  la  formule  précédente  de  chaque 
arbre  au  suivant, 


et,  en  multipliant  et  désignant,  pour  abréger,  par  G  Ijb 
coefficient  constant, 

Si  nous  faisons  actuellement 


'  >■ 


SXBBATAGE8.  ^Sj 

la  formule  deviendra 


w. 


•i» 


r«    ««■ 


On  peat,  d'après  cela,  en  disposant  convenablement  de 
Al  9  Ar„  • .  «^  Ar^,  obtenir  la  série  des  puissances  de  juii,  c'est-à- 
dire  une  progression  géométrique  continue.  Supposons,  en 
effet,  toutes  les  quantités  jtr<  nulles,  sauf  celles  dont  nous 
allons  disposer  successivement.  En  faisant  varier  hi  de  zéro 
àiii — I,  on  obtient  les  exposants  consécutifs  de  zéro  à 
Hi  —  I.  Remettant  k^  k  zéro  et  prenant  Ai  =  i,  on  obtient 
«1,  et,  si  ii  recommence  à  varier  de  zéro  à  «i — i^.on 
trouve  successivement  /i|-f-i,  «i-f-a...,  jusqu'à  a/ij — i . 
Remettant  ki  à  zéro  et  prenant  A]=a,  on  a  2/I1,  et,  si  A|  varie 
de  nouveau,  ant  -H  '»  ^^i  -f-  2, . . .,  jusqu'à  3/îi  —  i.  On 
remet  alors  k^  à  zéro  avec  At  =  3,  et  ainsi  de  suite.  Quand 
on  est  arrivé  à  Af  =  /if  —  i  avec  Ai=  n, — i ,  on  a  fit  Tif — i  * 
On  remet  alors  Ai  et  Ai  à  zéro,  et  on  prend  Ag  =  i,  ce  qui 
donne  ii|  ?ii.  En  reproduisant  intégralement  toute  la  série 
de  variations  précédente,  on  sera  conduit  sans  interruption 
à  SRiHi  —  I.  Remettant  Ai  et  Ai  à  zéro,  et  prenant  A»  =:  2 
on  obtient  ant/ii,  puis,  avec  une  nouvelle  série  de  varia- 
tions, on  atteint  3 /Il /Il —  i,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
Le  dernier  nombre  obtenu  en  faisant  cbacune  des  quantités 
Ai  égale  à  /»,-  —  i  $era 

If  I /?)  If}  •  •  «/i^  —  I  • 

Le  nopibre  total  de  variations  est  donc 

IZ|  Us  Us  •  .  •fipf 

car  nous  avons  commencé  par  la  puissance  zéro. 

Si,  au  contraire,  on  répartit  le  même  nombres  de  roues 

«I  -H  n,  4-  «j .  • .  4-  /i^ 
en  un  seul  train,  nous  avons  vu  que  le  nombre  maximum 
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de  variations  que  l^on  puisse  ainsi  réaliser  sera 

7  («I  +  «2  4-  «8 ...  -h  npf. 

.230.  Si,  en  particulier,  et  pour  plus  de  nmplicité,  ou 
suppose  que  tous  les  arbres  portent  le  même  nombre  n  de 
roues,  les  raisons  successives  deviendront 

n* 


le  rapport  de  transmission 

.+  »'-*„ 

le  nombre  toul  de  reriations 

nr. 

et  le  maximum  que  l'on  eût  pu  atteindre  avec  un  train  ordi- 
naire 


Ci)'- 


Il  suflSt  donc,  pour  qu'il  y  ait  avantage  dans  l'emploi  des 
ti^ains  multiples,  c'est-à-dire  pour  que,  à  nombre  égal  de 
roues  Tip,  ils  permettent  un  plus  grand  nombre  de  combi- 
naisons, que  l'on  ait 

condition  facile  à  remplir.  On  en  tire,  en  effet, 
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Si  on  prend  d'abord  p  =i  et  2,  et  qu'on  fasse  dispa- 
raître Tindétermination,  on  trouve  les  valeurs  4  et  e,  de 
sorte  qu'il  suffit  de  prendre  tz  r=:  5  ou  3.  A  parlîr  de  là  on 
rencontre  encore  plus  de  facilité,  car  la  fonction  est  tou- 
jours décroissante.  Pour  le  consuter,  îl  suffit  d'envisager 
son  logarithme 

^]og^_]oga 

^         ■ — - —     '  9 

p  —  1 

et  de  numtier  que  sa  dérivée 

reste  négative.  Son  dénominateur  est  en  effet  sans  influence 
sur  le  signe,  et  quant  au  numérateur,  nul  (*)  pour  p  =  2, 
il  reste  ensuite  négatif  comme  étant  lui-même  décroissant, 
puisque  sa  propre  dérivée 

P' 
reste  essentiellement  négative. 

*^*  •  -■-«*  solution  la  plus  avantageuse  sera  évidemment 
celle  qui ,  pour  un  nombre  donné  de  variations 

nPz=a 
emploiera  un  nombre  minimum  de  roues 

nXoaa 
np  ==  -_Ë-. 
log/i 

n  faut,  pour  cela,  poser  Téquation 
,        W/i  —  I 


(')  U  ne  s'eiirait  pas  «n  maxinmmy  ear  le  déoomiiiateor  «st  It^-^nème 
Dnl.  En  faisant  disparaître  rindétenmoatioax  on  lroaTe<iae  la.  "vraie  walevr 
^  cette  âérirée  est  — 7- 
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comme  il  est  impossible  de  faire  n  =:  o  ou  /^  :;=  oo  ,  on  en 
lire 

/Is=c=-:2,  7,...; 

n  devant  d'ailleurs  être  entier,  on  prendra  celui  des  nom- 
bres 2  et  3  pour  lequel  le  cjuplient  p —  est  Je  moindre 

/i=3, 

ce  qui  indique  des  arbres  de  trois  roues  très-convenables  en 
pratique. 

Si  donc  on  emploie  comme  nombre  d'arbres 

7?  =2,     3,    4r    5,..., 

c'est-à-dire  comme  nombre,  de  roues 

3/î  =  6,    9,     12,     i5,..«, 

on  obtiendra,  comme  nombre  de  variations 
3^=9)     27,    81,     243,..., 

au  lieu  du  maximum  qu'eût  donné  un  train  ordinaire 
|/?'  =  9»     ^»     36,    56,..;, 

en  ne  prenant,  bien  entendu,  que  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  la  fraction  t  P*- 
4 

§IIL 

MANCHONS  D'EMBRAYAGE. 

232.  Le  principe  de  l'appareil  destiné  à  mettre  en  com- 
munication deux  arbres  distincts  consiste  à  y  monter  deux 
pièces,  dont  Tune  est  assemblée  à  prisonnier,  c'est-à-dire 
par  l'intermédiaire  d'une  languette  qui  l'oblige  de  tourne 


S3-!»  '"«Msm..-,      "''Plac.       '"-™*'»" 

f^""-"^^^^  •"°- -"i  (388,  '»     *^ 
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praiM]aée  sur  le  manclum.  ËUes  ue- s'opposent  pas  à  la  ro- 
Ulion  de  cette  pièce,  mais  dks  lui  impriment  ime  trans*  - 
latÂon  paraUète  i  Taxe  lorsqu'oB  fait,  basculer  la.  Ipur- 
chette. 

Déhrayage  à  vu.  —  On  manœuvre  le  raancboil  mobile 
À  Vaiie  d'une  vis  prise  (hms  un  ëcrou  fixe*  Ce  mode  a  Tin- 
cûnvénient  de  la  lenteur. 

Débrayage  hrusque.  — Lorsqu^on  veut,  au  contraire, 
pouvoir  opérer  avec  la  plus  grande  rapidité  en  cas  de  dan- 
ger, Tune  des  pièces  présente  des  renflements  sinueux  et 
l'autre  une  surface  plane  [PL  XI I^  fig.  196).  Si  l'on 
pousse  brusquement  un  taquet,  il  s'insinue  entre  les  deux 
pièces  à  l'instant  où  le  rentrant  se  présente,  et,  comùae  sa 
présence  s'oppose  au  passage  du  saillant,  la  pièce  qui  le 
porte  est  forcée  de  se  déplacer  dans  le  sens  longitudinal. 

Débrayage  automoteur.  —  Le  maucbon  mobile  porte 
une  rainure  béliçoïdale  (PL  XIL  fig  '97).  On  dispose  en 
outre,  sur  la  partie  fixe,  Une  pièce  à  charnière  que  l'on  fait 
basculer  de  manière  que  son  bouton  tombe  dans  la  rainure* 
La  forme  de  eelle-ci  provoque  alors  la  translation  comme 
conséquence  de  la  rotation  relative  (57,  II).  On  emploie  ce 
mode  quand  le  débrayage  exige  un  effort  considérable  que 
l'on  emprunte  ainsi  à  la  machine  elle-même. 

235,  Mise  en  marche;  arrêt.  —  L^èffet  le  plus  simple 
est  la  mise  en  marche  ou  l'arrêt.  Il  suffit,  pour  le  produire, 
de  monter  les  manchons  sur  deux  bouts  d'arbres  placés  en 
prolongement  l'un  de  l'autre.  Suivant  que  ces  manchons 
sont  ou  non  en  prise,  la  transmission  a  lieu  ou  se  trouve 
supprimée* 

Fianation  du  rapport  des  (vitesses.,  «^  Ou  emploâe  deux 
paires  de  xoues  complàuen taires,  maisdifferentes  {PL  XII, 
fig.  19S).  Elles  sOut  calées  sur  l'un  des  arbres  et  folles  sur 
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l'autre.  XJn  manchon  est  installé  dans  Timervalle  des  rouos 
folles,  de  naanière  à  se  mettre  en  prise  avec  chacune  d'elles 
lorsqu'on  le  transporte  à  droite  ou  à  gauche.  Dans  chaque 
cas,  Tune  des  roues  folles  se  trouve  calée  temporairen^ent 
et  transmet  la  rota^on  à  Tautre  arbre  avec  un  rapport  de 
vitesses  qui  dépend  des  rayons  primitifs. 

Fanation  du  sens  des  vitesses^  —  Sur  un  premier  arbre 
sont  montées  librement .  deux  roues  d^angle  que  Von  cale 
alternativement  au  moyen  du  npianchon  installé  entre  elles 
(PL  XII,  fig.  199).  Une  autre  rotie  d'angle  moniée  sur 
un  arbre  perpendiculaire  engrène  avec  toutes  les  deux.  Il 
est  clair  que  sa  rolation  changera  de  sens  suivant  qu'elle 
proviendra  de  l'arbre  moteur  par  Tintermédiaire  de  Tune 
ou  l'autre  des  deux  premières  roues.  Cet  organe  présente 
une  certaine  importance  en  raison  de  son  emploi  dans  les 
modérateurs  (286}* 

COURROIES  D  BMBRAYAfi£. 

236.  Les  courroies  sans  fin  peuvent  être  employées  poar 
Tembrayage  suivant  deux  modes  différents  :  les  courroies 
lâches  et  le  transport  des  courroies. 

Coinmoies  lâches.  —  Le  premier  système  consiste  i 
établir  ou  &  supprimer  à  volonté  la  tension  dans  une  cour- 
roie qui  par  elle-même  est  un  peu  trop  longue  (405). 

Axe  à  souUi^ement.  —  L^axe  de  Tune  des  roues  peut 
être  légèrement  soulevé  de  manière  à  tendre  les  deux  briuS| 
qui  redeviennent  lâches  quand  Taxe  retombe  (  Pi.  XJII, 
fis-  aoo). 

Tire-sac.  —  II  sert^  dans  lei  moulins,  pour  faire  monter 
les  sacs  de  grain  à  l'étage  supérieur  par  la  force  du  moteur. 

16. 
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Il  consiste  en  un  ï»ouleau  tenseur  que  Ton  appuie  coritrc 
l'un  des  brins  de  manière  h  tendre  la  courroie  [PI.  XIIl, 

Poulies  à  expansion^  — La  jante  d'une  poulie  est  formée 
de  pièces  indépendantes  réunies  au  moyeu  par  des  rayons 
obliques  [PL  XIII,  Jig,  202).  En  agissant  sur  ce  moyeu, 
on  fait  varier  l'obliquité  et  Ton  force  ainsi  les  jantes  à 
8*écarter  ou  a  ^e  rapprocber  du  centre.  Elles  dessinent  dès. 
lors  lin  profil  général  d'un  plus  ou  moins  grand  rayon  qui 
•  tend  ou  détend  la  courroie* 

Treuil  a  spirale.  —  On  monte  aux  deux  extrémités  du 
treuil  deux  disques  à  rainures  {PLXIII,figl  ao3).  Elles 
forment  dans  Tun  des  rayons  équidîslants,  et  dans  l'autre 
une  spirale  d'Arcbimède.  On  réunit  ces  disques  par  des 
tiges  dont  l'ensemble  constitue  un  prisme  régulier  qui  ap- 
proche d'un  cylindre.  Les  rainures  rectilignes  permettent 
aux  tiges  de  s'éloigner-du  centre,  de  manière  à  faire  varier 
le  rayon  du  cylindre  et  à  tendre  la  courroie.  Pour  produire 
cet  effet,  il  suffit  de  faire  tourner  sur  lui-même  le  disque  à 
spirale  d'un  certain  angle. Tous  les  rayons  vecteurs  augmen- 
tent alors  d'une  même  quantité,  ce  qui  force  les  tiges  à 
s^éloigner  également  du  centre  sans  cesser  de  former  par 
leur  ensemble  un  cylindre  de  révolution* 

237 .  Tivanspout  des  courhoiës.  —  Le  second  mode  con- 
siste à  faire  passer  la  courroie  d'une  poulie  sur  une  autre, 
ce  qui  permet  de  faire  varier  à  volonté  son  action  Sur  le 
mécanisme.  On  emploie  pour  cela  une  fourche  d'ern^ 
èrayage,  entre  les  branches  de  laquelle  est  engagée  la  cour- 
roie [PL  XIII y  Jig.  2p4).  Il  suffira  do  faire  basculer  la 
-fourchette  pour  la  transporter  de  sa  poulie  sur  la  poulie  voi- 
sine. Il  est  nécessaire  pour  cela  d'agir  sur  le  brin  qui  arrive 
et  non  sur  celui  qui  quitte  la  poulie.  ^ 

Mise  en  marche,  arrêt.  ■—  On  dispose  sur  un  arbre  deux 
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poulies  calmes,  et  en  regard,  sur  un  second,  une  poulie  folle 
et  une  calée.  La  communication  du  premier  arbre  aux  pou* 
liesdeTautre  aura  toujours  lieu,  mais  elle  uese  transmettra 
à  cet  arbre  lui-même  que  quand  elle  sWfecluera  par  Tin* 
termëdîaire  de  U  roue  calée. 

Il  y  a  avantage  à  monter  la  roue  folle  sur  Tarbre  moteur 
plutôt  que  sur  Tautre,  car,  après  le  débrayage,  la  courroie 
devient  alors  immobile,  et  Ton  évite  une  usure  et  un  dan-* 
ger  inutiles. 

Variation  du  sens  des  vitesses,  —  On  dispose  sur  un 
arbre  [PI,  XUT,  Jig,  î2o5)  une  poulie  A  et  une  roue 
d'angle  P,  sur  un  manchon  concentrique,  fou  sur  Tarbre, 
une  poulie  B  et  une  roue  d'angle  Q.  Enfin  les  roues  P  et  Q 
sont  mises  en  communication  par  unej autre  R  montée  sur 
le  second  arbre.  En  faisant  passer  la  courroie  de  Â  sur  B, 
on  transmettra  la  rotation  à  la  roue  R  par  Fintermédiaire 
de  P  ou  de  Q,  c'èst-à-dire  dans  deux  sens  contraires. 

Variation  du  rapport  des  vitesses, — Un  premier  moyen 
consiste  dans  Temploi  d'arbres  creuX  ou  manchons  fous  le» 
uns  sur  les  autres  [PL  XIII ,  Jig,  206).  On  y  monte  à  une 
extrémité  des  poulies  égales  A,  B,  C,, . . ,  et  à  l'autre  des 
roues  inégales  P,  Q,  R,...,  engrenant  avec  d'autres  P',  Q', 
R',...,  calées  sur  le  second  arbre.  En  faisant  passer  la  cour- 
roie sur  A,  B,  C,. . .  successivement,  on  transmet  ainsi  le 

mouvement  avec  des  rapports  de  rayons  variable»  r?  »    Tî' 

r 

Un  second  moyen  consiste  dans  l'emploi  de  fusées  com- 
plémentaires [PL  XIII,  fig.  ^07)  ••  c«  sont  des  systèmes 
de  poulies  accolées  sur  chaque  arbre,  et  dont  les  rayons 
décroissent  en  progression  arillunétique.  Les  deux  >  fusées 
sont  pareilles,  mais  disposée»  inversement.  De  cette  ma- 
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nière,  les  rayons  correspondanls  ont  toujours  la  même 
somme,  et  nous  savons  que  cela  suffit  (21S)  pour  que  la 
courroie  se  trouve  tendue  sur  toutes  les  paires  de  roues, 
lorsqu'on  Yj  dispose  suivant  les  tangentes  intérieures . 

Un  troisième  moyen  consiste  dans  l'emploi  de  cônes  com- 
plémentaires, c'est-i-dîre  de  deux  cônes  ëgaux,  mais  dis- 
posés inversement.  De  cette  manière,  la  somme  des  rayons 
placés  en  regard  reste  encore  constante,  et  Ton  obtient  une 
variation  continue. 

On  pourrait  employerjdç  même  des  fusées  dessinées  par 
ùu  profil  quelconque,  mais  le  même  pour  les  deux  (218). 
Mais  ces  dispositifs  auraient  peu  d'intérêt,  car  il  est  sans 
importance  d'être  obligé  de  déplacer  plus  ou  mpins  la  cour- 
roie pour  obtenir  le  rapport  voulu  des  rayons. 


CHAPITRE  XV. 

DÉCUCS  ET  ENCUQUETAGES. 


SI- 

DÉGLANCHEMENTS. 

238.  Les  déclics  sont  des  embrayages  qui,  au  lieu  de 
fonctionner  sous  la  main  du  mécanicien  et  à  sa  volonté, 
opèrent  d'eux-mêmes  des  cbangements  de  marche  à  des  in- 
stants déterminés  et  périodiques.  Nous  en  distinguerons 
deux  genres  : 

PREMiEa  OEHRE. —  Déclanchements , 
SsGOiiD  GENRE.  —  Afbres  à  carnes^ 

Déclanchemewts. — Le  principe  des  etrrëts  mérite  à  peine 
ce  nom  à  cause  de  sa  simplicité^  mais  il  e»t  d'ïiutant  plus 
digne  de  pemarqa»  pour  Tappltcation.  Il  consiste  à  installer 
sur  une  pièce  mobile  un  taquet  qui,  arrivant  à  rinstaiit 
convenable  sur  Torgane  de  débrayage,  le  manoeuvre  comme 
ferait  la  main  de  Touvrier. 

On  peut  aussi  inversement  installer  sur  une  pièce  xm^ 
bile  un^  appareil  de  débrayage  ordinaire  qui  viendra  à  Tin- 
stant  voulu  rencontrer  un  obstacle  fixe. 

Lorsque  Von  a  besoin  de  faire  varier  l^nstànt  du  chan- 
gement, on  peut  s'y  prendre  de  deux  manières  :  en  premier 
lieu,  ménager  pour  le  taquet  mobile- une  série  de  trous  sur 
la  tige  à  laquelle  on  Fadapte  -,  oii  mieux  encore,  assembler 
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lat  pièce  qui  le  porte  à  Taide  d'un  écrou  mobile  sur  la  tFge 
filetëe  eu  vis* 

On  peut  aussi  inversement  employer  un  obstacle  fixe, 
mais  variable  à  volonté.  Ce  ii^oyen  est  évidemment  préfé- 
rable, car  il  est  plus  commode  d'agir  sur  une  pièce  fixe  que 
sur  un  corps  en  mouvement.  Dans  le  tiroir  Fa rcot»  par 
exemple  (PI:  XIII ,  fig.  208),  on  se  sert  d'une  came  d'ar- 
rêt de  foriiie  curviligne  que  Ton  fait  tourner  autour  d'un 
point  sitoé  sur  la  direction  de  la  tige.  L'instant  de  la  ren- 
contre varie  dès  lors  avec  la  longueur  de  celui  des  rayons 
vecteurs  que  Ton  place  dans  la  direction  de  la  tige. 

Si  l'on  veut  de  plus  faire  varier,  non  pas  Pinstant  de 
l'arrêt,  mais  le  fait  même  dej'arrèt  ou  du  libre  passage,  on 
introduit  un  butoir  en  translation  qui  présente  alternative- 
ment des  pleins  et  des  vides.  C'est  le  principe  employé  dans 
le  métier  Jacquart.  L'arrêt  ou  liseuse  est  un  carton  percé 
de  files  parallèles  de  trous.  Un  peigne  de  petits  pistons  mo- 
biles vient  le  frapper  périodiquement  ;  les  uns  passent  ati 
travers  des  trous  et  les  autres  sont  arrêtés  par  les  pleins^.  A 
chaque  coup  du  peigne,  le  carton  s'est  déplacé  de  l'inter- 
valle de  deux  files  et  la  combinaison  change.  On  peut  ainsi 
faire  varier  à  volonté  le  dessin  daus  le  tissage. 

Indiquons  par  quelques  exemples  je  parti  que  Ton  peut 
^irer  de  ces  principes  pour  la  construction,  des  décianche- 
ments. 

-  N. 

239.  Déclic  à  bascule.  —  Il  comprend  en  premier  lieu 
U|i  taquet  moteur  A  qui  tourne  constamment  dans  le  sens 
d^  la  flèche  (PL  XIII »  fig.  2109).  Sop  mouvement  se  com- 
munique au  loquet  B»  qui  reçoit  sur  un  cran  b  la  pression 
de  A  et  est  maintenu  coutre  lui  par  un  ressort  C  d'ailleurs 
sans  énergie.  Le  système  tournant  vient  à  un  certain  iu* 
•tant  buter  contre  l'obstacle  D.  Le  loquet  ainsi  sollicité  à 
l'arrière  dé  sa  charnière  se  soulève  et  ne  subit  plus  l'action 
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de  A.  Dès  lors  la  résistance  P  ramène  rapidement  en  arrière 
la  roue  E.  Le  loquet  quitte  donc  l'obsftade  D*,  le  ressort  C  . 
le  remet  en  position^  puis,  dans  la  suite  de  la  rotation,  le 
taquet  A  s'engage  de  nouveau  dans  le  cran  &,  et  tout  re- 
commence. 

240.  Déclic  de  la  cataracte.  —  Dans  la  machine  à  va- 
peur deCornouailles  on  se  sert,  pour  opérer  très- rapidement 
Touverture  des  soupapes,  du  système  suivant  (PI,  XIII, 
Jig.  210).  Une  tige  A  est  remontée  par  la  cataracte  régula- 
trice (^8).  Elle  vient  au  moment  voulu  soulever,  par  un 
de  ses  taquets,  le  levier  B.  Le  secteur  C,  n*étant  plus  alors 
maintenu  par  le  cran  &,  bascule  rapidement  sous  Tinfluence 
du  poids  P,  et  ce  mouvement  se  communique  à  la  soupape 
qui  se  trouve  soulevée  de  son  si^e.  Pour  la  refermer  et 
réamorcer  le  déclic,  on  se  sert  d*une  poutrelle  D,  qui,  en 
descendant  par  le  jeu  de  la  machine,  rencontre  Tappen- 
dice  c  du  secteur  qui  se  trouve  alors  à  peu  près  horizontal, 
et  qu'elle  remet  dans  sa  position  verticale,  en  fermant  la 
soupape.  Lorsqu' en  suite  la  tige  A  s'est  abaissée  suffisam- 
ment^ le  levier  6  retombe,  et,  la  poutrelle  pouvant  alors 
remonter  sans  inconvénient,  tout  le  système  se  retrouve 
dans  l'état  initial* 

241 .  Sonnette  du  mouton^  —  Pour  battre  les  pilotis,  on 
emploie  un  corps  lourd  appelé  mouton,  qu*on  élève  jus- 
qu'à une  certaine  hauteur  pour  le  laisser  alors  retomber 
par  son  poids.  L'organe  qui  opère  ce  déclanchement  est  la 
sonnette  (PL  XIII,  ^g.  an).  Il  renferme  une  espèce  de 
paire  de  ciseailx  qu'un  ressort  en  cœur  écarte  à  la  partie 
supérieure,  de  manière  à  resserrer  les  branches  inférieures 
pour  saisir  le  bouton  de  la  tige  du  mouton.  A  un  certain 
instant  de  l'élévation,  la  partie  supérieure  des  ciseaux  Ven- 
gage  dans  un  vide  pratiqué  dans  un  bftti  fixe  et  trop  étroit 
pour  elle,  La  force  du  ressort  est  facilement  surmontée^  les 
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branclies  se  rafpprocfent  vers  le  Hatit,  s'ébartent  dkn«  le 
bas,  et  le  mouton  retombe. 

242.  Parachute  Fontaine.'  -r^  Pour  prëfenîr  la  ehute 
lies  bennes  dans  les  puîts  de  mine  en  cas  de  rupture' dfi 
câble,  on  les  relie  à  ce  dernier  par  l'intermédiaire  d^an 
]:essort  c|.ui,  dans  l'état  naturel,  présente  une  largeur  plus 
grande  que  lorsqu'il  subit  l'action  du  poids  soulevé 
(P/,  XIII,  fig<,  2i:>).  D* après  cela^  les  pointes  dont  il  est 
armé  peuvent  passer  dans  le  cuvelage  du  puits  tant  que 
la  benne  reste  suspendue  ;  mais  si  elle  devient  libre  dans 
L  espace  par  suite  d'une  rupture  de  cable.,  le  ressort  reprend, 
sa  largeur  trop  grande,  et  les  pointes  se  piqtiant  dans  les 
boiseries,  la  benne  reste  suspendue  dans  le  puits»^ 


ABBRES  A  CAMES. 

243.  Un  autre  moyen  fort  simple,  pour  obtenir  un  chan- 
gement spontané  de  mouvement,  consiste  à  employer  un 
profil  «n  rapport^avec  la  transmission. que  Von  veut  réaliser 
el  pendant  rintervalle  pour  lequel  on  veut  la  réaliser,  puis 
à  supprimer  ce  profil  à  partir  du  point  ou  la  transmission 
doit  cesser. 

Ce  principe  fournit  les  arbres  m  calmes  employés  d'ordi— 
haire  à  somlever  un  corps  pesant)  josifu'à  l'extrémité  des 
profils,  après  quoi  la  pesanteur  ramène  ce  corps  jusqu'à  ce 
qu'un  nouvel  appendice  recomAieiice  le  même-  office.  U 
pçut,  du  i^ste,  se  présentîer  iroid  cas  saîivant  la  nature  des 
mouvements  transmis. 

Deux  translations.  — •  Cette  combinaison  se  renconitre 
àans  le  coin  de  soulèvement  ou  plan  inelinéy  et  la  tfré- 
maHlère  à  rochet,  que  Fon  dispose  parfois  en  erémaillèi^ 
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circulaire  à  rocket,  pour  obtenir  un  mouvement  progres- 
sif (P/.  X///,/^.  a  i3). 

Le  mouvement' relatif  de  la  ti^e  par  rapport  au  coin  est 
un  glissement  sur  la  pente  de  ce  dernier.  On  sait  qu'il  s^ob- 
tiendra  par  la  composition  des  deux  translations,  après 
avoir  changé  le  sens  de  l'une  délies  (XXI).  Or^  deux 
translations  se  composent  par  leur  parallélogramme  (XIV  ), 
qui  sera  ici  rectangle.  Si  donc  i  désigne  l'angle  du  «oin,  on 
aij^a,  pour  le  rapport  des  vitesses  de  transmi«»ioii, 

J=:tang«, 
et  pour  la  vitesse  de  glissement 


sini 


244.  Translation  et  rotation,  -—  Cette  combinaison  se 
présente  dans  les  pilons  de  boc^rds. 

La  transmission  ne  différant  pas  au  fond  d'une  crémail- 
lère, il  suffit  de  trouver  les  éléments  de  cette  dernière  a 
chaque  instaut  {PI.  III,  fig.  5o).  On  sait  pourcek  que  la 
normale  commune  TN  passe  par  le  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  droite  prîmîiive  (75).  De  plus,  le. rayon  de  ce 
point  de  contact,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  s^ob- 
tiendra  en  menant  ON  normalement  à  la  translation.  Ce 
point  de  contact  est  donc  N.  Mais  il  y  a  roulement  entre  le 
cercle  et  la  droite  primitifs,  c'est-à-dire  vitesse  commune 
en  N.  On  a  par  conséquent 

i»  =  a).ON. 

Ainsi,  le  rapport  des  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
est  marqué  par  la  distance  du  centre  de  rotation  à  la  nor- 
male commune  comptée  perpendiculairement  à  la  transla- 
tion. 

Comme;  du  reste,  le  centre  instantané  du  mouvement 
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relatif  est  en  N,  la  vitesse  de  glissement,  c'e$t^à-dire  celle 
du  point  de  contact  T,  sera  (VIII) 

248.  Deux  rotations.  —  Cette  combinaison  se  présente 
dans  les  marteaux  frontaux,  allemands,  ou  à  bascule, 
ainsi  que  dans  la  cisaille  ei  dans  la  presse  à  excentrique 
circulaire  {PI.  Ill^fig.  36). 

Comme  la  transmission  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle 
d'un  engrenage  (83),  il  nous  suffira  encore  d'en  trouver  les 
rayons  primitifs  [PL  III,  Jig.  5o).  Or,  la  normale  com- 
mune TN  passe  (75)  par  le  point  de  contact  des  cercles  pri- 
mitifs, et,  comme  ce  point  est  également  situé  sur  la  ligne 
des  centres  OCy,  il  se  trouvera  en  N.  Les  rayons  seront  ON, 
0N^  et  l'on  aura  (3) 

w'  "*"  ON  ' 

Lès  vitesses  angulaires  sont  ainsi  en  raison  inverse  des 
segmeûts  interceptés  sur  la  ligne  des  centres  par  la  nor- 
male commune.  On  peut  ajouter  que  les  rotations  sont  de 
mêmes  sens  ou  de  sens  opposés,  suivant  que  cette  intersec- 
tion se  trouve  en  dehors  ou  en  dedans  de  Tintervalle  des 
centres. 

Comme  d'ailleurs  le  centre  instantané  du  mouvement 
relatif  se  trouve  en  N,  et  que  la  vitesse  angulaire  de  ce 
mouvement  est  tù±tù'  (XVI),  on  aura,  pour  la  vit«^se 
de  glissement  qui  est  celle  du  point  T, 

V  =  (a>±«')NT... 

ENaïQUETAGES. 

246.  Les  encliquetages  sont  des  embrayages  dont  Tac- 
tion  s'exerce  d'elle-même  et  incessamment  pour  prévenir 
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tont  retour  en  arrière,  en  permettant  le  mouvement  en 
ayant. 

Les  pièces  de  machines  sont  toujours  des  systèmes  a  liai- 
son complète,  attendu  qu'en  raison  des  guides  la  direction 
de  chaque  point  se  trouve  déterminée.  Pour  les  pièces  mu- 
nies d'encliquetages,  la  restriction  devient  encore  plus  par- 
ticulière, et  un  seul  sens  de  mouvement  reste  possible  sur 
cette  direction. 

Nous  distinguerons  deux  genres  d'encliquelages. 

Pbemiea  gehre.—  Encliquetages  à  rocket. 

Second  genre.  —  Encliquetages  par  arc^boutement. 

Les  premiers  emploient  un  rocket ^  ou  roue  a  dents  ai- 
guës, qu^il  faut  bien  se  garder  de  confondre  avec  des  roues 
d'engrenage.  Un  doigt  ou  pied-de-^bicke  joue  autour  d'une 
charnière  fixe  et  vient  engager  son  extrémité  dans  Tangle 
de  deux  dents.  Par  là,  il  empêche  la  roue  de  ^tourner  de 
son  côté,  mais  il  ne  s^oppose  pas  au  mouvement  en  sens 
contraire. 

Ces  encliquetages  présentent  le  défaut  du  temps  perdu 
que  la  roue  emploie  à  revenir  en  arrière,  jusqu^à  ce  que  le 
doigt,  abandonné  en  un  point  quelconque  de  la  surface 
d'une  dent,  en  ait  atteint  le  fond.  L^incoovénient  ne  réside 
pas,  bien  entendu,  dans  la  valeur  industrielle  de  ce  temps 
perdu  ;  il  consiste  en  ce  que  le  mécanisme  peut,  sous  Fin- 
fiuence  de  forces  intenses,  acquérir  dans  ce  petit  espace  une 
force  vive  sensible  et  capable  d'amener  un  choc  désastreux 
pour  le  pied-de-biche. 

Ce  défaut  n'existe  plus  pour  les  encliquetages  fondés  sur 
l'arc-boutement.  On  appelle  ainsi  une  propriété  du  frotte- 
ment qui  apporte  dans  certaines  circonstances  une  entrave 
absolue  au  mouvement.  Nous  ne  pourrons  étudier  conve- 
nablement ce  second  genre  que  lorsque  nous  aurons  exposé 
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les  lois  du  frottement  (371).  Je  m^  contenterai  de. décrire 
ici  les  encliquetages  à  rochet. 

247.  RoGBETS» — J'indiquerai  d'abord  les  rochelsà  simple 
effet,  c'est-à-dire  ceux  qui  ne  transmettent  de  motivement 
que  pour  un  seul  des  deux  sens  qu'ils  peuventpreadre  eux- 
mêmes. 

Clef  Bréguet.  —  La  clef  de  montré  de  Bréguet  ren- 
ferme un  encliquetdge  au  moyen  duquel  la  main,  en  tour- 
nant alternativement  dans  les  deux  sens,  ne  faiit  marcher 
le  remontag(B  que  d'un  seul  côté  (PL  XlII^Jig.  ai4)» 

Le\^ier  denclîquetage,  —  Pour  élever  les  pierres  de 
taille  dans  le^  sapines  aux  abords  des  grandes  constructions 
[PL  XIII j^g.  215),  on  emploie  un  treuil;  et  pour  sou- 
lager les  hommes,  en  les  dispensant  de  maintenir  inces- 
samment le  poids  à  la  hauteur  gagnée  par  leurs  efforts  suc- 
cessifs, on  y  adapte  un  encliquetage  à  deux  pieds-de-bicfae. 
L'un  Â  communique  le  mouvement  descendant  du  levier, 
au  Tochet;  l'autre  B  empêche  le  retour  du  rochet  quand  on 
relève  la  barre. 

Remontage  des,  chronomètres.  —  Un  chronomètre  se 
compose  essentiellement  d'un  ressort  moteur  et  d^ua  en- 
semble de  rouages  qu'on  appelle  le  moui^ement.  Le  ressort^ 
ep.  se  débandant,  entraine  le  mouvement  dans  un  sens*  Il 
semble  donc  qu'en  le  remontant  on  ramènera  les  rouages  en 
sens  contraire»  On  évite  cette  difficulté  par  l'emploi  d'un 
encliquetage  (PL  XIF,  Jig.  ai6). 

Le  ressort  ou  son  carrelet  A  est  lié  -à  u'n  rochet  6,  et 
celui-ci  commande,  à  l'aide  des  doigts  C,  C,  la  première 
roue  D  du  mécanisme.  Si  l'on  remonte  A  en  sens  coairùre, 
le  rochet  B  le  suit,  mais  le  doigt  C  n'est  plus  entrainé,  et 
les  moindres  résistances,,  ou  si  l'on  veut  Jin  djoigt  inverse, 
-maintiennent  le  mécanisme  B',  C,  D* 


I 


Il  resta  içq[>exidaiit  ime  difficulté  relative  au  temps  perdu 
par  cette  opération,  pendant  lequeli^  mécau&sme  n'est  plus 
en  relation  avec  le  moteur,  ce  qui  occasionnerait  une  erreur 
importante  dans  les  indications  de  Pappareil.  On  la  lève 
par  l'introduction  d'un  second  encliquetage  et  du  ressort 
d'entretien. 

Le  rochet  B'êst  fou  sur  l'arbre  A*  Le  doigt  C',  monté 
sur  le  rochet  D,  Tentraîne  dans  la  marche  normale^  mais, 
à  l'instant  da  remontage  qui  manœuvre  B  en  sens  con- 
traire, le  doigt  C  ne  commande  plus  B',  qu'on  peut  aussi 
supposer  maintenu  par  un  doigt  inverse.  Or,  B'  se  trouve 
en  relation  avec  D  par  l'intermédiaire  du  ressort  d'entre- 
tien R,  de  sorte  que  cette  roue  D  se  trouve  encore  sollicitée 
par  la  tensron  du  ressort  à  continuer  sa  ma)rche. 

Encliquetage  muet.  —  Pour  éviter  le  ferraillement  du 
au  mouvement  indépendant  des  doigts,  sous  l'action  de  res- 
sorts ou  de  leur  poids,  on  a  proposé  de  les  manœuvrer 
directement  de  la  manière  suivante  [PL  XlJ^yfg,  ai 7), 

Le  levier  A  porte  une  tringle  B  qui  dégage,  quand  on 
agit  v0rs  le  haut,  le  doigt  C  autour  de  sa  charnière  c\  puis 
rencontrant  le  taquet  d,  il  agit  sur  le  bras  D  et  le  fait  tour- 
ner à  gauche  sans  la  roue.  Ramenant  le  levier  A  vers  le 
bas,  on  abaisse  le  doigt  et  on  l'engage  dans  les  dents.  Le 
levier  rencontre  le  taquet  d\  pousse  le  bras  D  vers  la  droite 
et,  par  l'intermédiaire  du  doigt,  la  roue  elle-même.  De 
cette  manière,  il  n'y  a  transmission  que  dans  un  sens,  et 
le  doigt  moteur  n'agit  jamais  par  choc. 

248.  Dans  les  encliquetages  à  double  effet,  les  deux  sens 
du  mouvement  du  moteur  transmettent  un  même  sens  de 
dépkcement  au  mécanisme. 

Leuier  de  La  Garousse.  -^  Le  levier  porte  deux  pieds- 
de-biche,  et,  dans  chacune  de  ses  oscillations^  l'un  de  ces 
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doigts  pousse  le  rocKet  à  gauche,  le  second  revenant  Irbre- 
ment  vers  la  droite  (  P/.  XI y^  fig.  ai8). 

jEnctiquetaga^à  crémaillère,  —  Cest  le  même  système 
dans  lequel  on  rempla$:e  la  rotatioh^d'une  ioue  par  la  trans- 
lation d'une  créaiaiUëre  à  rochet  {PI.  XlF^Jig.  aig). 


CHAPITRE  XYI. 

RÉGULATEURS  DE  DESTRUCTION. 


GÉNÉRALITÉS. 

249.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  de  régula- 
teurs les  appareils  accessoires  destinas  à  mettre  la  marche 
d'une  machine  à  Tabri  des  causes  accidentelles  de  varia- 
tion (XXVI). 

On  sait  par  le  théorème  du  travail  que  l'accroissement 
de  la  demi-force  vive  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
travaux  développés,  moteurs  ou  résistants.  L^s  variations 
accidentelles  qui  s'écartent  de  la  marche  normale  provien- 
nent donc  dé  variations  correspondantes  du  travail,  de  la 
part  du  récepteur  ou  de  l'opérateur.  On  voit  par  là  que 
c'est  sur  le  travail  lui-même  qu'il  faudra  faire  porter 
l'action  -régularisalrice  pour  influencer  la  marche  de 
l'appareil. 

Les  régulateurs  se  rangeront,  d'après  cela,  en  trois  caté- 
gories bien  distinctes.  Dans  la  preinière,  ils  détruisent  en 
pure  perte  l'excédant  nuisible  de  travail  motçur  en  mettant 
en  jeu  une  résistance  passive.  Outre  l'inconvénient  de 
laisser  perdre  ainsi  une  valeur  industrielle  telle  que  le  ira* 
vail,  et  celui  de  faire  intervenir  pour  cela  une  influence  qui 
est  plus  ou  moins  désorganisatrice  pour  la  machine,  ces 
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régulateurs  présentent  le  défatit  grave  de  ne  remplir  qu'à 
moitié  le  but  auquel  ils  sont  destinés*  On  peut  en  effet,  par 
leur  moyen,  faire  cesser  une  accélération  anormale  en  atté- 
nuant le  travail  moteur,  mais  ou  ne  saurait  remédiei!'  à  un 
ralentissement  lorsque  lactfon  motrice  se  trouve  en  déficit 
par  rapport  au  travail  résistant. 

Les  appareils  de  la  seconde  catégorie  emmagasinent  et 
mettent  en  résçrve  Texcédant  de  travail  moteur,  au  lieu  de 
le  détruire  purement  et  simplement.  Dans  les  périodes 
d'accélératiou,  on  supprime  ainsi  Teffet  en  faisant  dispa- 
raître momenta^nément  sa  cause ^  et  aux  époques  de  ralen- 
tissement, on  supplée  à  la  défaillance  du  moteur  en  em- 
pruntant, pour  lui  venir  en  aide,  une  partie  du  travail  qui 
a  été  préalablement  économisé»  Il  est  itlutile,  d'après  cela, 
d'insUter  sur  la  supériorité  que  ces  régulateurs  présentent 
eu  principe  sur  les  précédents. 

Les  appareils  de  la  troisième  catégorie,  que  nous  appel- 
lerons modérateurs ^modifienl  la  production  du  travail 
dans  sa  source  même*  Ils  agissent  sur  le  récepteur  comme 
le  ferait  Faction  intelligente  d'un  mécanicien,  continuelle- 
ment attentif  au  jeu  de  la  machine»  Leur  fonction  est  d'ac- 
tiver la  production  du  travail  moteur  dans  les  phases  de 
l'alentissement  et  de  la  modérer  en  cas  d'accéléra^liouv 

Nous  diviserons,  d'après  <^la,  de  la  manière  suivante 
l'étude  des  régulateurs  : 

Première  catégorie.  —  Destruction  du  trai^ail. 

Deuxième  .catégorie.  —  Emmagasinement  du  travail, 

'   Troisième  catégorie. —  Modératioru 

250.  Destruction  du  travail»  —  Les  régulateurs,  qui 
procèdent  par  destruction  du  traviûl  moteur^  en  faisant 
intervenir  une  résistance  passive,  se  classeront  d'après  la 
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nature  de  cette  résittanoe*  Nous  établirons  ainsi  les  genres 
suivants  t 

PftCMiCR  cssfRK.  — Choc  -^  Échappements. 

Deuxième  genre.  —  Frottement,  —  Freins, 

Troisième  genre.  —  Étranglement  des  liquides, —  06- 
turateurs. 

Quatrième  GENRE. —  Résistance  des  milieux»^  —  RégUr 
lateurs  aériens. 

§n. 

ÉCHAPPEMENTS. 

351.  Les  échappements  sont  les  appareils  qui  détruisent 
en  pure  perte  le  travail  par  Tintervention  du  choc.  Ce  phé- 
nomène doit  être  autant  que  possible  banni  des  machines, 
car  il  tend  rapidement  à  leur  dislocation  lorsque  les  efforts 
mis  en  jeu  prennent  quelque  intensité.  Aussi  les  appa- 
reils de  ce  genre  ne  sont-ils  guère  employés  que  pour  l'hor- 
logerie. £n  revanche,  cet  art  a  introduit  un  nombre  con- 
sidérable d'échappements  dont  la  description  suffit  à  former 
des  traités  spéciaux.  Comme  elle  n^a  d'ailleurs  avec  Tétude 
des  machines  qu'une  relation  éloignée^  je  me  contenterai 
de  décrire  ici  ceux  de  ces.  organes  qui  sont  le  plus  em- 
ployés. 

Le  problème  de  Thorlogerie  consiste  à  produire  un  mou- 
vement uniforme  ou,  plus  exactement,  un  mouvement  pé- 
riodique, avec  un  cycle  suffisamment  restreint  pour  que 
la  succession  des  phases  semblables  puisse  servir  à  la  me> 
sure  du  temps.  Il  £iut,  bien  entendu,  pour  cela  un  moteur, 
qui  est  toujours  un  ressort  ou  un  poids.  Mais  comme  le 
mouvement  qu'il  produit  est  nécessairement  varié,  on  in- 
troduit dans  le  mécanisme  un  balancier  isochrone  sous 
forme  de  pendule.au  de  spiral.  Cet  organe  manœuvre  Té- 

'7- 
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chappemeiit,  c'est-à-dire  ntie  pièce  qui  vient  s'interposer  à 
des  intervalles  égaux  <lans  le  mécanisme^  et  qui  le  réduit  à 
chaque  ii^stant  au  repos  pour  le  laisser  chaque  fois  repartir 
sous  l'action  du  moteur.  On  obtient  de  cette  manière  la 
périodicité  voulue. 

On  distingue  d'après  cela  les  échappements  suivapt  qu'ils 
sont  à  repos  ou  à  recul,  c'est-à-dire  que  leur  interposition 
arrête* simplement  la  marche  du  mécanisnie  ou  le  ramène 
légèrement  en  arrière.  Il  semble  que  le  premier  mode  doive 
être  préférable  ;  cependant  beaucoup  d'artistes  ont  employé 
les  échappements  à  recul,. 

252.  Échappement  à  ancre,  —  L'échappement  de  Gra- 
ham  [PL  XlV^fig'  220),  employé  dans  les  horloges  fixes, 
se  compose  essentiellement  d'une  roue  à  rochet  mànœuvrée 
par  le  moteur  et  d'une  pièce  qui  présente  une  analogie  éloi- 
gnée avec  une  ancre,  et  qui  participe  aux  oscillations  du 
balancier.  On  la  relie  à  ce  dernier  au  moyen  d'une  tige  qui 
passe  entre  les  branches  d'une  fourchette  portée  par  le  ba- 
lancier. Ce  mode  de  connexion  présente,  en  effet,  l'avan- 
tage de  diminuer  les  frottements. 

Le  rochet  a  une  tendance  constante  à  s'avancer  dans  le 
même  sens,  mais  il  est  arrêté  par  P enchevêtrement  des  deux 
pattes  de  l'ancre.  Celles-ci  sont  profilées  par  des  arcs  de 
cercle  décrits  autour  du  centre  d'oscillation  pour  que  l'é- 
chappement soit  à  repos,  car  toute  autre  courbe  provoque- 
rait un  recul  ou  laisserait  avancer  le  rochet.  Ce  centre 
d'oscillation  se  trouve  d'ailleurs  placé  à  l'intersection  des 
tangentes  menées  à  la  circonférence  du  rochet  f>ar  les 
points  où  la  rencontrent  les  arcs  de  cercle  précédents.  De 
cette  manière,  l'action  du  rochet,  tangentielle  à  sa  circonfé- 
rence, s*exerce  normalement  au  profil  de  l'ancre. 

Quant  à  Tépaisseur  des  pattes  de  l'ancre,  elle  doit  être, 
sauf  un  léger  jeu,  la  moitié  du  pas  du  rochet.  Dans  ces 
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conditions,  roscillaiion  double  laisse  passer  une  dent.  Si 
donc  le  pendule  bat  la  seconde  et  que  le  rocbet  doive  tour- 
ner en  une  minute,  il  faudra  lui  donner  trente  dents,  ce 
qui  se  fera  avec  la  règle  et  le  compas  en  inscrivant  1^  pente- 
décagone  régulier. 

On  remarquera  les  fuyants  ou  plans  inclipés  qui  tron- 
quent les  extrémités  des  pattes.  Leur  but  est  de  permettre, 
pendant  une  faible  partie  de  roscijlation  de  Tancre,  une 
action  oblique  du  rocbet,  c'est-à-dire  une  impulsion  du 
moteur  sur  le  pendule  pour  restituer  à  celui-ci  la  force  vive 
qu'il  perdrait  peu  à  peu  s'il  ne  recevait  aucune  action  mo- 
trice. On  dispose  les  fuyants  suivant  les  tangentes  d'un 
même  cercle  concentrique  à  l'ancre,  pour  que  les  bras  de 
levier  des  .forces  d'impulsion  soient  les  mêmes.  L'usage  est 
d'ailleurs  de  leur  laisser  sous-tendre,  par  rapport  au  centre 
d^oscillation,  des  angles  de  2  à  3  degrés  seulement. 

^'i.  Échappement  à  cylindre.  —  L'écbappement  à  cy- 
lindre employé  dans  les  montres  de  poche  se  déduit  du  pré- 
cédent en  supposant  que  l'ancre  n'embrasse  qu'une  seule 
dent  [PL  XI F^  Jig.  221  et  222).  II  est  lui-même  à  repos,  car 
le  cylindre  est  circulaire.  Son  centre  est  encore  placé  à  Tîn- 
tersection  des  deux  tangentes  du  rochet.  Quant  aux  plans 
inclinés,  ils  sont  portés  par  les  dents  et  non  plus  par  la 
pièce  oscillante,  ce  qui  revient  du  reste  au  même.  Ajoutons 
enfin  que  l'oscillation  a  une  beaucoup  plus  grande  amplitude* 
que  dans  l'échappement  à  ancre  :  elle  atteint  35o  degrés. 

254.  Échappement  à  chevilles,  —  Il  se  compose  d'une 
soyte  de  roue  à  lanterne  et  d'une  pièce  oscillante  dont  le 
plan  est  antérieur,  mais  dont  les  pattes  s'enchevêtrent  suc- 
cessivement entre  les  chevilles  de  la  roue  (P/.  XIV, 
Jig.  223).  Ces  pattes  sont  encore  formées  par  des  arcs  de 
cercle  décrits  autour  du  centre  d'oscillation  pour  que  l'é- 
chappement soit  à  repos.  Ce  système,  très-rapproché  de 
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celiri  de  Graham,  en  diffère  surtout  en  ce  que  le  choc  se  fait 
sentï/r  sur  la  pièce  oscilUnie  toujours  dans  le  même'  sens, 
et  non  alternativement  d'un  côté  et  de  Faulre,  ce  qui  tend 
à  déchausser  les  axes. 

•  ■  ■         f'   . 

288.  Échappement  libre.— Ce  système,  employé  dans  les 
chronomètres  de  précision,  présente  sur  les  autres  un  a  van-  - 
tage  important.  Dans  les  appareils  précédents,  la  commu- 
nication subsiste  pendant  l'arrêt  entre  la  roue  de  marche 
et  le  halancier,  de  telle  sorte  que,  même  avec  les  échappe- 
ments à  repos,  les  irrégularités  du  moteur  peuvent  se  faire 
sentir  au  balancier  et  altérer  son  isochronisme.  Plusieurs 
artistes,  parmi, lesquels  on  doit  citer  Dutertre,  Harenschaw, 
Afnold  et  Pierre  Leroy,  ont  travaillé  à  supprimer  cette  com- 
munication et  y  sont  parvenus  dans  l'échappement  libre 

Le  moteur  imprime  à  la  roue  A  une  rotation  continue, 
et  le  béilancier  au  taquet  B  une  oscillation  alternative  qui 
atteint  45o  degrés..  Entre  les  deux  se  trouve  un  système  de 
ressorts  formé  d'un  premier  assez  fort  C  et  d'un  autr^  D 
.  très-faible  quand  on  l'abaisse,  et  que  toute  sa  longueur  pq 
peut  fléchir,  mais  sufSsammient  rigide  quand  on  l'élève  et 
que  pr  seulement  entre  en  jeu  pour  soulever  le  premier 
ressort  C  à  l'aide  d'un  petit  cran  perpendiculaire  au  pUa 
de  la  figure*. 

Dans  ces  conditions,  lorsque  B  oscille  de  bas  en  haut,  il 
élève  les  ressorts,  et  le  rochet  entre  en  mouvement.  Dans 
rpscillalion  contraire,  B  passe  librement,  car  le  ressort  D 
est  sans  force  dans  ce  sens*  A  chaque  fois  que  le  cran  a 
laisse  passer  une  dent.  Tune  des  suivantes  vient  heurter 
légèrement  le  cran  (3  pour  restituer  de  là  force  vive  au 
taquet*  Sauf  cette  action  très-courte,  on  voit  que  le  moteur 
et  le  balancier  restent  ^ans  communication  pendant  toute 
la  période  d'arrêt. 
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S  in. 

FREINS.  ^ 

25b.  Les  freins  sont  les  appareils  qui  détruisent  en  pure 
perte  le  travail  par  rinterrention  du  frottement.  Il  suffit, 
pour  constituer  un  frein,  démettre  en  contact,  avec  une 
^name  pression  mutuelle,  un  corps  mobile  avec  un  corps 
xe  on,  plus  généralement,  avec  un  autre- corps  doué  par 
rapport  à  lui  d'un  mouvement  relatif  (385). 

Le  ^^of  des  voitures  (PI.  XIV,  fig.  2î>-5)  supprime  le 
roulement  d'une  roue  et  le  remplace  par  un  glissement  stîr 
Je  sol  (382).  ^ 

yj^  frein  Laîgnel^  proposé  pour  les  chemins  de  fer,  sup- 
prime le  roulement  des  roues  en  soulevant  le  wagon  sur 
des  patins  qui  glissent  sur  le  rail  {PI.  XIF.fig.  226). 

^  frein  des  moulins  à  *vent  est  formé  d'une  pièce  de 
DOIS  fixe  que  Ton  appuie  à  volonté  contre  la  jante  d'une 
grande  roue  tournant  avec  le  mécanisme. 

^^f^^infexihle  se  compose  d'une  bande  fixe  de  tôle  que 
i  on  applique  à  ia  circonférence  du  volant  et  que  Ton  serre 
au  moyen  d'un  levier  (P/.  JCf^,/^.  227).   Ce  frein  est 
nne  grand   puissance,  et  nous  en  verrons   plus  loin  la 
théorie  détaillée  (402). 

257.   La  manivelle  des  voitures  met  en  conlact  avec  la 
jante  tournante  de  la  roue  une  pièce  qui  ne  participe  qu'à 
ia  translation  du  châssis,  d'où  résulte  un  glissemeTit  relatif 
des  deux  parties  {PI.  XIV,  fig.  228). 

Le  frein  de  cJieniin  de  fer  ne  difiere  du  précédent  qu'en 
ce  que  le  même  système  est  appliqué  à  tontes  les  roues  Au 
^agon  porte-frein  ( PI.  XIV,  fig.  '^1^) . 
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S IV- 

OBTUBATEtJRS. 

SS8.  Le^  obturateurs  sont  les  appareils  qui  détruisent  en 
pure  perle  le  travail  par  rinlervèntion  de  la  fésîslanQé  à 
récoulement  d'un  liquide  créée  par  tin  étranglement  (^17). 

Le  cône  obturateur  est  un  cône  plein,  susceptible  de 
s'emboîter  dans  un  cône  creux  qui  sert  de  bui?e  d'écoule- 
ment. Si  on  le  rapproche  plus  ou  moins  de  l'orifîce,  il  ré- 
duit en  proportion  la  section  d'écoulement.  Ces  cônes  se 
rencontrent  dans  rinjecleur  Gifl'ard,  dans  les  tuyères,  les 
compteurs  à  gaz,  etc. 

La  4:ataracte  de  la  machine  de  Cornouailles  est  destinée 
à  réglenienier  à  volonté  l'intervalle  de  l'ouverture  des  sou- 
papes. A  cet  effet,  la  tringle  qui  manœuvre  leur  déclanche- 
ment  (240)  est  munie  d'un,  piston  qui  presse  sur  l'eau  d'un 
petit  corps  de  pompé.  Celle*ci  s'écoule  par  un  ajutage  muni 
d'un  robinet  qui  étrangle  h  volonté  la  Veine  de^  manière  à 
régler  son  écoulement  et  l'abaissement  du  piston/ 

239.  La  lampe  modérateur  est  formée  essentiellement 
d'un  corps  de  pompe  plein  d'huile  sur  laquelle  pèse  un  pis- 
ton pressé  contre  elle  par  Tinterposî  lion  d'un  ressort  qui 
s'appuie  sur  le  fond  supérieur.  Un  tube  traverse  le  piston 
et  s'élève  jusqu'au  bec,  rhuile  s*y  engage  sous  l'influence 
de  cette  pression.  Mais  il  est  évident  qu'au  commencement 
le  liquide  a  peu  de  hauteur  à  parcourir,  et  le  réassort  beau- 
coup de  force,  tandis  que  l'inverse  se  produit  à  la:  fin.  De  là 
une  cause  d'irrégularité  à  laquelle  on  remédie  par  l'emploi 
d'un  obturateur  variable  (P/. -Y/^^^g'.  aSo). 

A  cet  effet,  la  gaine  A,  dans  laquelle  joue  le  tube  creux  B 
qui  descend  avec  le  piston,  renferme  dans  sou  axe  une 
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tîge  €•  Le  tube  B  s'en  trouve  encombré  dans  toute  sa  loti* 
gueur,  qu^nd  il  est  en  haut,  puis  de  moins  en  moins  à 
mesure  qu'il  descend.  De  cette  manière,  la  résistance  auxi- 
liaire décroit  en  même  temps  que  la  résistance  utile  aug- 
mente, et  la  compensation  s^établlt  d'une  manière  satisr 
faisante.    . 

260.  L^atmospheric  dock  est  un  petit  appareil  fort  éco- 
nomique employé  en  Angleterre  pour  obtenir  une  mesure 
grossière  du  temps,  telle  que  celle  que  fournissent  les  sa- 
bliers. Le  moteur  est  la  pesanteur,  et,  comme  elle  ne  donne 
pas  un  mouvement  uniforme,  on  régularise  la  descente  par 
la  résiistance  à  l'écoulement  de  Tair  au  travers  d'un  corps 
poreux. 

Le  système  se  compose  d'un  tube  de  verre  fermé  à  la 
lampe,  dans  lequel  se  trouve  un  autre  tube  dont  les  deux 
extrémités  sont  garnies  de  bouchons  poreux  qui  laissent 
tamiser  l'air.  Un  index  de  mercure  descend  verticalement 
dans  l'intérieur.  II  chasse  l'air  par  un  des  bouchons  et  l'as- 
pire par  l'autre.  Quand  il  a  parcouru  toute  la  hauteur,  on 
retourne  l'appareil  comme  un  sablier.  On  le  gradue,  du 
reste,  par  comparaison  avec  une  horloge. 

RÉGUUTEURS  AÉRIENS. 

261.  Les  régulateurs  aériens  sont  les  appareils  qui  dé- 
truisent en  pure  p^rte  le  travail  par  l'intervention  de  la 
résistance  d'un  milieu  qui  est  toujours  l'air  atmosphé- 
rique. 

Le  parachute  des  aérostats  est  destiné  à  détruire  inces- 
samment le  travail  de  la  pesanteur  pour  rendre  à  peu  près 
uniforme  la  descente  de  l'aéronaute  (430).  Il  se  compose 
simplement  d'une  membrane  affectant  la  forme  d'un  im* 
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mense  parapluie  qui  se  déploie  dà  lui-même  pendant  la 
chute,  et  auquel  la  nacelle  demeure  suspendue  jpar/ivi  sys- 
tème de  cordes  amarrées  à  son  sommet. 

Le  volant  à  ailettes  est  une  roue  à  palettes  qui  déplace 
Tàir  par  sa  rotation.  Il  figure  dans  la  sonnerie  des  horloges 
pour  rendre  les  coups  équîdîstants  ou  le  mouvement  du 
mécanisme  de  sonnerie  uniforme*  On  le  trouve  aussi  dans 
les  anciens  tournebroches,  et  enfin,  sur  de  très-grandes 
dimensions,  dans  les  plans  automoteurs  pour  amortir  la 
descente  dtis  wagons  chargés. 
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CHAPITRE  XVn. 

RÉGULATEURS  D'EMMAGASINEMENT. 


§1. 

CROISEMENT, 

262.  Les  régulateurs  qui  procèdent  par  emmagasine- 
ment  du  travail  se  classeront  suivant  le  principe  qui  sert  à 
cet  aménagement.  Nous  établirons  diaprés  cela  les  genres 
suivants  : 

Premier  genre.  —  Croisement,  —  Manivelles  mul- 
tiples. 

Deuxième  gehrs.  < —  Fariatian  du  bras  de  les^iefm  *-- 
Fusées. 
TROisikMB  GEVRE«  '—  Jncrtie^  ««^  Volants, 
QuATAiiME  GBWRE.—  Pesunteur.  —  Contre-potds. 
CiMQUifeME  GEiîRE.  —  Élasticité,  —  Ressorts. 

263.  Manivelles  multïple6.~  Un  principe  fort  simple 
de  régularisation  consiste,  lorsque  la  fonction  d'un  appa- 
reil périodique  est  irrégulière,  à  en  installer  plusieurs  dont 
les  périodes  ne  commencent  que  successivement.  11  s'établit 
par  là  une  compensation  entre  les  écarts  dus  à  chacun  d'eux 
en  particulier. 

Ce  principe. s'applique  Dotamment  k  la  conduite  des  ma- 
nivelles par  des  bielles.  On  considère  ordinairement  la 
bielle  comme  restant  parallèle  à  cUe-mème,  ou  en  dlautres 
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termes  on  néglige  son  obliquité,  qui  sera  faible  si  la  bielle 
est  d'une  certaine  lotUgueur  par  rapport  au  bras  de  mani«, 
Velle.  Cette  dernière  a  alors  deux  points  morts  aux  extré-^ 
mites  du  diamètre  parallèle  à  la  bielle.  On  distingue,  d'après 
cela,  le  simple  effiet  et  le  double  effet,  suivant  que  la  bielle, 
après  avoir  tiré  d'un  point  mort  â  l'autre,  cesse  toute  action 
dans  la  seconde  moitié  de  la  circonférence,  ou  bien^  au 
contraire,  pousse  alors  le  bouton  comme  elle  Pavait  tiré 
dans  le  premier  demi-tour*  La  manivelle  à  double  effet  est 
évidemment  plus  régulière  que  l'autre  ;  et,  comme  nous. in- 
diquerons un  moyen  simple  de  changer  le  simple  effet  en 
double  effet  (278),  nous  pourrons,  pour  la  théorie. de  la 
régularisation,  nous  en  tenir  à  cette  dernière  bypo thèse. 

Oii  a  employé  et  calculé  jusqu'ici  les  manivelles  doubles  ' 
calées  à  angle  droit,  les  manivelles  triples  à  lao  degrés,  les 
manivelles  quadruples  placées  aux  quatre  quadrants.  Je 
me  propose  d'établir  directement  la  théorie  pour  des  ma- 
nivelles de  np  bras  que  nous  supposerons,  bien,  entendu, 
équîdistants  ou  disposés  suivant  les  rayons  d'une  étoile  ré- 
gulière (*).  Quant  à  la  disposition  pratique  de  ces  mani- 
velles, elle  ne  saurait  offrir  de  difficulté  en  général,  puis- 
qu'on peut,  à  la  rigueur,  les  supposer  montées  sur  des 
arbres  distincts  mis  en  communication  par  des  roués  den- 
rées,.si  l'on  ne  veut  pas  employer  m— 2  excentriques  (lèS), 
ou  eouder  l'arbre  m  -r-  2  fois  en  plaçant  des  manivelles 
libres  à  ses  deux  extrémités, 

264,  Remarquons  que  pour  faire  le  calcul  nous  pouvons 
supposer  tous  les  bras  situés  simultanément  d'un  même 
côté  du  diamètre  des  points  morts.  En  effet,  si  ni  est  pair, 
il  existe  deux  bielles  aux  extrémités  de  chaque  diamètre,  et^ 


(*)  Théorie  des  manivelles  multiples^  parJ.-N.  Haton  de  la  Goupilliêre, 
Annales  des  Mines,  t.  III,  p.  67;  1 863. 
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comme  elles  sont  de  sens  contraires,  on  peut  en  supprimer, 
parla  pensée,  la  moitié  en  doublant  Teffort  des  autres.  Le 
moment  total  ne  subira  par  là  aucune  altération.  Si  m  est 
impair,  en  retournant  les  manivelles  qui  se  trouvent  d'un 
même  côté  des  points  morts,  on  les  dispose  suivant  les  bis- 
sectrices des  autres,  et  rien  ne  se  trouve  changé  par  là  à 
1  état  de  chosejs,  si  ce  n^est  que  Tangle  des  bras  adjacents  est 
réduit  à  moitié.  Nous  pouvons  donc  supposer  tous  ces  bras 
d'un  même  côté,  et  désigner  alors  par  n  leur  nombre  effec-* 

tif,  qui  sera  —  ou  m,  suivant  les  deux  cas  que  nous  venons 

d'envisager.  On  aura,  par  exemple^  pour  les  valeurs  les  plus 

simples  : 

iTt  t=  I     on       2         «  =  I 

4 

3    ou      6  3 

8  4 

5    ou     10  5 

Le  mouvement  est  essentiellement  périodique,  et  tout  le 
système  se  retrouvera  dans  des  conditions  identiques  après 

une  rotation  de  -j  puisque  chaque  bras  se  sera  alors  substi-  . 
tué  au  précédent.  Je  pourrai  donc  supposer  que  Tangle  de 
rotation  0,  compté  à  partir  du  point  mort  supérieur,  ne  varie 

que  de  zéro  à  —  Dès  lors  aucune  manivelle  ne  franchira  le 

point  mort  inférieur,  et  la  difficulté  du  changement  de  sens 
sera  définitivement  écartée, 

265.  Si  nous  désignons  par  P  Teffort  total -transmis,  ou 

P 
par  -*  la  traction  de  chaque  bielle  que  nous  supposons  con- 
stante, le  moment  de  la  force  de  rang  k  sera 

-  •  r  sm  I  0  +  X-  -  I  » 
n  \  n) 
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ei  par  suite  le  niaient  total 


M  =  L^2sin(o^.Ij. 


Pour  évaluer  celte  somme,  posons  identî<juement 
coâ|9  4-(2^-M)—  |-^cos|  D-f-(i^  — ï)—  I 


=  2  sîn — '■  sin  (  d  4-  ^  -  1  : 
2  71       \  nj 


€n  écrivant  cet^e  équati(»i  pour  toutes  les  valeurs  de  k  et 
ajoutant,  il  vient 


asm- 


ù 

n  —  I  >i  —  1 

O  O 

Mais  si  Ton  remarijue  que  chacun  des  termes  d'une  des 
sommes  figure  avec  un  signe  coi^traire  dans  l'autre,  on  voit 
que  le  second  membre  se  réduit  aux  termes  extrêmes  de 
ces  deux  sommes,  c'est-à-dire  a 

cosl  0  4-(2/i  — i)—  I  —  coslô  —  —  1 

=:îism-siQl  0-î-f«  — ï)—  I 

2       L  ^^J      ,  . 

=  2  sin  (  0  +  ~  -^  —  )  =  2  cos  (  -^^ ou 

\         :    2  2«/       .  \2/l  / 

-Nous. ayons  donc 


sm — 
2  n 


RÉ(nji.Arr£URS  D'EMHAâAsniEKEnT.  9171 

el  enfin  | 


cos 


(-n) 


(.)  M  = V     ^  ■  Pr. 

/i  sin  — 
2/1  . 

266.  Cherchons  la  limite  M^  vers  laquelle  tend  M 
lorsque  n  s'accroît  indéfiniment.  Gomme  la  formule  pré- 
cédente peut  s'écrire  U 


cos 
M=:-Pr. 

TT 


(sin— \ 


2fl 

on  reconnaît  que  le  dénominateur  tend  vers  Tunité  et  le 
numérateur  vers  cos0;  mais  Q  reste  compris  entre  zéro 

€t  -5  qui  tend  lui-même  vers  aéro.  Le  numérateur  se  ré- 

duit  donc  aussi  à  Tunité,  et  il  vient 


(2)  M«,  =  -Pr=o,6366i90...Pr. 

Cette  valeur  correspond,  dans  un  système  quelconque,  à 
Tangle  Oo  déterminé  par  la  formule 


'(•-i^) 


cosi    .  .         ^ 


n  sm- 
2/1 


^  "~ir' 


d'où  les  deux  valeurs 

(3)  e,=  — diarccos 


ajz 


évidemment  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
Tangle  -  de  la  période. 
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On  a,  par  exemple,  pour  les  câs  les  plus  simples 


I 

9'.= 39"  32' 25' 

e',=  i4o«27'35'' 

2 

I9<'12'    0" 

7o»48'  0" 

3 

i4'v36'56'' 

45»23'  4" 

4 

Q'Sl'SS" 

35"28'  S* 

5 

7''37'io" 

28*22'  5o' 

267.  Je  désignerai  encore  par  Mo  la  valeur  moyenne  du 
moment  total.  Remarquons  tout  d abord  qu'elle  doit  être 
indépendante  de  n.  En  effet,  après  tipe  révolution,  comme 
cbaque  bielle  est  revenue  à  sa  position  initiale,  on  a  obtenu 
le  même  travail  que  si  toutes  étaient  parties  du  point  mort, 
ne  formant  qu'une  seule  bielle  d'e£Fort  P.  Donc  le  travail 
total  est  indépendant  de  /x,  et,  comme  il  est  le  produit  du 
moment  moyen  par  aîc,  il  en  est  de  même  de  ce  dernier. 

Il  suffit  donc  d'évaluer  Mo  dans  un  cas  particulier,  par 
exemple  pour  n=oo  ^  mais  alors  le  moment  total  est  con- 
stant et  égal,  par  cela  même,  à  sa  valeur  moyenne 


2, 


(4)  .Mo=M«=rP 


r. 


L'angle  Oq  qui  vient  d'être  calculé  (3)  fait  donc  connaître 
les  positions  pour  lesquelles  le  moment  total  atteint  sa 
valeur  moyenne. 

268.  Désignons  enfin  par  Mt ,  Mt  le  minimum  et  le  maxi- 
mum du  moment  total,  et  par  0i,  0s,  les  positions  correspon- 
dantes. 

Le  minimum  de  M  (i)  correspond  au  plus  petit  cosinus 

ou  au  plus  grand  arc  —  —  9^  c'est-à-dire  à  ]a  plus  petite 
valeur  de  fl 


1C 

—  > 

in 


qui  correspond  à  la  bissectrice  de  Tangle  de  la  période.  11 


vient  alors 

(6) 

Mj=:  —  cosec — •  • 
n            2/î 

On  a,  par  exemple  : 

/isri 

I                     TT 

-  cosec  —  =  I ,  ooooo 
n           on 

2 
3 

o , 707 I 0 

0,66666 

•                4 
5 

0,64873 
0,64721 

Le  rapport  du  midi  muni  au  maximum  sera 

( 

M,                       TT 

—  =rcos — 9 
M,            2// 

et  rirrégularité 

(7) 

—  rj-  =  2  sm»7^^ 

M,             4^* 
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qui  indiqué  le  point  mort.  11  vient  alors 

(5  )  M,  =  —  cotang  — • 

n  ^nn 

On  a,  par  exemple  : 

I  ie 

n=.i      -cotang: —  =  0,00000 
n  2/1 

2  o,5oooo 

3  0,57735     ■  fe' 

4  0,59862  W 

sy'  0,61554  jp 

Le  maximum  correspond  au  plus  grand  cosinus  ou  au 
plus  petit  arc  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  zéro,  si  zéro 
est  compris  dans  les  limites.  On  Tobtient,  en  effet,  pour  |  5/ 

l'angle  \Û 

I 


II? 
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On  a,  par  exemple  :  '       ,      , 

nz=i       2  sin*  7— =  1 ,  00000 
4/1 

2  0,2(^290 

3  0,13398 

4  0,07612 

5  0,04894 

On  reconnaît  par  là  que  la  régularisation  est  déjà  très- 
satisfaisante  avec  les  nlanivelles  triples. 

269.  Le  minimum  peut  être  mis  sons  ïa  forme 

lang  — 

Or,  Tare  est  moindre  que  la  tangente,  et  ils  tendent  en- 
semble vers  zéro.  On  aura  donc 

/!==!,       minimum  minimorum  =  0., 

n^ico  ,     maximum  minimorum  =  Mo  =  -  Pr* 

Le  maximum  peut  de  même  se  mettre  sous  la  forme 

TT 

Mj  =  ■  M«« 

.  ■    TT 

sin  — 

2/î 

Or,  l'arc  est  supérieur  au  sinus,  et  ils  tendent  ensemble 
vers  zéro.  On  aura  donc 

n=Hj       maximum  maximorum  =  Pr, 

...  2 

77  =='  00  9     mmmmm  maximorum  =  M^  =  -  Pr. 

S  n- 

FUSÉES, 

270.*  Lorsque  la  force  motrice  doit  subir  des  variations 
prévues  et  nuisibles,  si  elle  agit,  comme  c'est  le  cas  le  plus 
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fréquent,  sur  un  corps  tournant,  on  ^  la  ressource  de  faire  -Cp 

varier  en  ransôn  inverse  &on  bras  de  levier.  Par  là  on  laisse  ^j, 

constant  le  moment  de  la  force  dont  dépend  uniquement  le  'f  ; 

mouvement  de  rotation.,  M 

Tambours  coniques. —  Un  prenaîer  moyen  consiste  dans  % 

remploi  d'un  tambour  conique  sur  lequel  s'enroulera  la  i^ 

corde  qui  exerce  Tactiôn  motrice.  On  s'en  sert  dans  Fhor-  '  ; 

loger! esQUs  le  nom  de  fusée  pour  conlre-balàncer  la  varia-  p 

tion  de  l'action  du  ressort,  très-variable,  depuis  l'instant  où  ':  ^. 

il  est  bandé  jusqu'à  celui  où  il  est  détendu.  j  i 

On  s'en  sert  également  pour  l'extraction  des  mines,  afin  fe 

de  contre-balaneer  \k  variation  de  la  résistance  à  vaincre  i  ■  ; 

ou  du  poids  à  soulever,  qui  comprend,  outre  le  minerai,  la  l|^ 

différence*  des  portions  du  câble  qui  pendent  de  chaque  f: 

côté  du  treuil,  différence  qui  peut  varier,  pour  un  sens  - 

déterminé,  de  zéro  au  double  de  la  profondeur  du  puits.  j| 

Si  Ton  projette  le  syslètne  sur  un  plan  perpendiculaire  à  • 

l'a^^e,  on  obtient  la  figure  d'un  "câble  de  grosseur  convenable  i 
qui  s'enroulerait  sur  lui-même.  Aussi  la  théorie  de  cet  appa- 
reil renlre-t-elle  complètement  dans  celle  du  suivant,  pour 

lequel  je  me  contenterai.de  Ja  développer.  -r 

271.  Bobines*  —  On  rencontre  encore  dans  les  mêmes  hj 

circonstances  les  bobines  sur  lesquelles  des  câbles  plats  s'en-  % 

foulent  sur  eux-mêmes,  en  faisant  varier  à  chaque  instant,  ^ 

par  leur  épaisseur,  leur  bras  de  levier.  On  peut  d'ailleurs,  \ 

comme  je  vais  le  faire  voir,  déterminer  les  éléments  de  l'ap-  jfe 

pareil  de  manière  à  obtenir  la  meilleuFe  régularisation.  > 

Cette  analyse,  à  la  forme  près,  a  été  donnée  pour  la  pre-  | 

mière  fois  par  M.  Combes.  % 

'■  Lç  système  se  compose  de  deux  bobines  accolées,  sur  \ 

lesquelles  l'enroulement  s'opère  en  sens  inverses.  Chacnùe  !] 

d'dles  supporte  une  benne  de  poids  p,  dout  une  seule  ren*  fi 
ferine  une  charge  P,  et  de  plus  un  câble  dont  le  poids  total      • 

i8. 


ajS  ÉTVDE    GéOM^TRIQtJB   DBS    MÈCAÏfrSMES. 

est  q,  ou  le  poîds  par  unité  de  longueur  -^j  en  désignant 

par  /  la  profondeur  du  puits.  L^enroulement  s'effectue  sui- 
vant une  spirale  d'Ârchimède,  puisque  le  rayon  augmente  à 
chaque  tour  de  l'épaisseur  e  dii  cable  : 

■    '      ^  ^  ^ 

mais  rinclinaîson  de  la  courbe  sûr  le  rayon  est  assez  faible 
pour  que  l'on  puisse  traiter  son  arc  élémentaire  comme  Un 
arc  de  cercle  concentrique  et  l'évaluep  par  la  formule 

Jo  '4^  '  ^    • 

Kous  considérerons  .v  comme  représentant  la  portion  en- 
roulée a  partir  du  point  où  les  bennes  se  rencontrent*,  eu 
commençant  à  cet  instant  l'évaluationde  B^.p  désignera  dès 
lors  le  rayon  de  la  reiicontre»  Si  nous  appelons  d'ailleurs, 
pour  plus  de  clarté,  /ï  le  nombre  .variable  de  tours,  on 
potirra  remplacer  6  par  iniz  e\  écrire 

On  trouverait  de  môme  pour  la  portion  déroulée  de  Tsiutre 
câblc^  ,       . 

Nous  en  déduirons 

(i),  s  -{-*s'  =z'^i:npf     s  —  s'  =:  iirn^e. 

Pour  connaître  le  nombre  de  tours  Wi  qui,  sépare,  l'in- 
stant de  lâ  renconfre  du  commencement  de  l'opération,* 
nous  remarquerons  que  les  bennes  tUant  parties  des  deux 
extrémités  du  puits,  et  se  trouvant  alors  à  la  même  hauteur, 
la  ftomme  des  espaces  parcourus  s  +  s'  doit  reproduire  la 
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A=:  Ail  — Bn*. 


il 


m 


profoadeur  /  du  puits;  On  adonc  (i)  ^ 

l 

Pour  coBnaitre  d'ailleurs  la  profondeur  S  de  ce  point,  nous  Ir^ 

remarquerons  qu'elle  est  eiî  général  fournie  par  5,  et  qu  on  ? - 
aura  par  suite  ' 

(3)  S  =  1i7r/?,û  -+-  ff/l!t'=.--H -. ;•  f4 

*  2         lOTrp*  }[ 

Formons  actuellement  Texpressioii  M  du  moment  résis^  •;  ; 

tant  totaLD'un  c6lé,  nous  trouvons  la  benne  chargée  P-f-p  [\ 

cl  une  longueur  S — s  de  câble  pesant  y  (S  —  5),  le  tout  ^ 

appliqué  à  un  rayon  d'enroulement  p-\-ne'^  de  l'autre,  ^; 

c'est^-dire  avec  un  signe  contraire,  la  benne  vide  p  et  un  j' 

poids  de  cable  ^(S  -h  s')  avec  un  bras  de  levier  p  —  ne.  ;»^ 
Il  vient  ainsi 

M  =  |~P4.;,^- ^(S-.5)J(p4-/i^)- [/,-!- i(S4-0](p-''^)  î 

=  P^  +  (P ^  9.p)  ne-h^j  Sne— ?  (f -i-s' )  p  —  ^  (5  —  /)  «r,  i  ' 

■         ■  1^^ 

on,  en  substitoant  les  valeurs  (i)  et  (3),  * 

M-Pp=['(P+2;,+9)«+|i'.l_4„|p.]«_a^|...«..  t. 

Le  premier  membre  représente  la  variation  subie  par  le 
moment  M  par  rapport  à  la  valeur  Pp  qu'il  prend  à  l'in- 
stant de  la  rencontre  pour  n  =  o.  En  la  désignant  par  ù, 
nous  pourrons  écrire  simplement 
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Celte  fonction  s'annule  pour     • 


ce  qui  permet  de  la  mettre  sous  la  forme 

Elle  change  de  signe  au  delà.  Gomme  A  est  du  resté  mil 
avec  /i,  il  s^.eiisuit  qu'entre  zéro. et  n^  il  atteint  un  maxi- 
mum A)  pour  une  certaine  valeur  n^  que  fournira  J'équa^ 

tion  dérivée 

/ij  —  3wJi=:o,* 

«a* 

■V^3_  ■      ■ 

Nous  obtiendrons  d'après  cela  la  meilleure  régularisât] on ^ 
si  nous  déterminons  la  limite  extérieure  «i,  jusqu'à  laquelle  * 
nous  étendons  l'application  de  la  formulé  de  manière  que 
la  valeur  correspondante  A^  soit  égale^  sauf  son  signe,  au 
maximum  Aj.  On  aura,  en  effet,  Une  oscillation  égale  de 
part  et  d'autre,  c'est-à-dire  la  moindre  possible  en  valeur 
absolue  pour  une  amplitude  donnée.  De  là  l'équation    . 

remarquable  en  ce  que  tous  les  éléments  de  la  question.cn 
disparaissent  d'eux-mômes.  Il  reste 


\nj        \nj 


2 
-==sO. 


3v^3 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  n'admet  qû*unc 

seule  racine  réelle 

/Il 2 


AÉGULATEORS   d'eIIMAGASIHEXEJIT.  279 

On  peut  déterminer  d'après  cela  rinstant  de  la  variation 
nulle  et  de  la  variation  maximum  en  fonction  de  Tampli* 
tude  toule  (2)  : 

^^  yll   l 

2  or:   p 

On  remarquera  que,  dans  ces  conditions,  la  variation  ex- 
trême dans  un  sens  correspond  à  la  moitié  de  rintcrvalle 
qui  sépare  la  rencontre  de  la  variation  extrême  dans  l'autre 
sens,  ce  qui  donne  une  répartition  fort  simple  de  Toscilla* 
tion. 

Il  reste  maintenant  à  déterminer  les  éléments  de  Tappa- 
reil  de  manière  à  réaliser  ce$  résultats.  Nous  aurons  pour 
cela,  en  galant  les  deux  valeurs  de  /z», 

B  ""  bir'p* 

Si  Ton  remet  maintenant  pour  A  et  B  les  expressions  qu'ils 
représentent,  on  obtient  Téquatiou  bicarrée 

(4)  p*       jV-h^p-hg)!  p'  "^ 


é^  4^7  ^         I28îr* 

Elle  n*a  évidemment  qn'une  seule  racine  réelle  et  positive 

qui  satisfera  à  la  question.   Connaissant  alors  le   rayon 

moyen  p,  on  aura  ensuite,  pour  les  rayon*  du  noyau  et  des 

joues  de  la  bobine, 

le 

R'  =  p-;i.^  =  p-j^. 

On  voit,  par  Téquation  (4),qnele  rayon  moyen  croît  coname 
la  racine  de  Fépaissenr  du  câble. 
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S  III. 

VOLANTS. 

* 

272.  Les  volants  sont  les  appareils  iqui  emmagasinent  le 
travail  en  faisant  intervenir  Tincrtie  d'une  masse  impor- 
tante. Là  force  vive  étant,  en  effet,  de  la  forme  frii^^,  sa  demi- 
variation  élémentaire  sera  mi^^i^.  Si  donc  on  veut,  à  éga- 
lité de  travail  développé,  que  la  vilesçc  donnée  p»  varie  peu 
Ou  que  di>  soit  faible,  il  suffit  d'augmenter  m,  c'est-à-dire 
d'ajouter  aux  masses  des  organes  proprement  dits,  calculées 
^n  vue  de  leurs  fonctions  respectives,  une  masse  addition- 
nelle qui  ne  joue  qu'un  rôle  de  présence  et  qu'on  appelle 
volant. 

Le  mouvemeril  d'un  volant  doit  être  nécessairement  pro- 
gressif, car,  s'il  était  alternatif,  sa  force  vive  serait  nulle 
aux  extrémités  de  la  course,  tandis  que  le  volant  doit  être, 
en  quelque  sorte,  un  réservoir  de  force  vive.  Le  mouvement 
rectiligne  ne  peut  donc  être  employé  pout*  les  volants,  car 
il  est  nécessairement  limité  (*).  Comme,  du  resle^  il  con- 
vient de  n'attribuer  à  une  masse  de  cette  importance  qu'un 
mouvement  simple,  le  choix  se  trouve  circonscrit  à  la  seule 
rotation.  Ces  corps  tournants  sont  formés  parfois  de  boules 
situées  aux  extrémités  de  rayons,  comme  dans  les  treuils  de 
certains  puits  et  dans  les  presses  à  timbre  sec.  Mais  ce  sys- 
tème est  dangereux,  et  on  lui  préfère,  dans  la  presque  tota- 
lité des  cas,  la  forme  d'un  anneail  de  grand  rayon. 

Si  r  désigne  le  rayon  moyen  de  cet  anneau,  auquel  on 
peut,  pour  un  simple  aperçu,  supposer  condensée  toute  sa 


(*)  On  doit  excepter  le  cas  des  trnlns  de  chdmîn  de  fer,  dont  la  couive 
peut  être  considérée  comme  illimitée.  Mais  dans  cette  circonstance  partiou» 
lière  la  masse  mobile  est  tellement  considérable,  qu'il  est  inutile  de  lui  en 
adjoindra  une  auxiliaire. 
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masise  m,  la  vitesse  sera  «r^  la  force  vive  mtù^r^^  et  son 
demi-accroissement  ntr^(ùd(à.  Considérant  encore  oi)  comme 
assigné  et  dtù  comme  devant  être  faible,  on  voit  qii'il  suflGit 
d^augmenter  le  moment  d'inertie  mr*.  On  peut  pour  cela, 
en  premier  lieu,  disposer  de  la  masse.  Maison  augmente 
par  là  les  frais  de  construction,  on  rend  la  machine  en- 
combrante, on  développe  les  frottements,  enfin  l'on  ne  fait 
varier  le  moment  d'inertie  qu'en  raison  simple  de  m.  On 
exerce  plus  d'influence  en  augmentant  le  rayon  qui  figure 
par  son  carré  et  sans  aucun  des  inconvénients  précédents. 
Il  convient  pourtant  d'ajouter  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas% 
on  développe  dans  le  même  rapport  les  forces  centrifuges^ 
c'est-à-dire  la  tendance  à  l'arrachement  des  bras. 

273.  Quant  à  la  position  dans  laquelle  il  convient  d'in- 
staller le  volant,  elle  n'est  pas  indifférente  si  l'appareil  est 
exposé  à  des  chocs  ou  variations  brusques  d'action  de  la 
part  du  moteur  ou  de  la  résistande.  Il  convient  alors  de  la 
placer  dans  l'ordre  des  transmissions  entre  la  cause  pertur- 
batrice et  le  mécanisme  que  l'on  veut  préserver  de  son  in- 
fluence. 

En  efiet,  si  un  effort  additionnel  prend  brusquement 
naissance,  il  en  résulte  pour  tout  le  système  une  accéléra- 
tion générale.  D'agrès  cela,  l'effort  additionnel  peut  êtrç 
décomposé  en  deux,  l'un  mesurant  la  force  que  le  voknt 
doit  transmettre  à  Tappareil  pour  Taccélérer,  et  un  autre 
pour  accélérer  le  volant  lui-même.  Mais,  à  égalité  d'accé- 
lération, les  forces  sont  en  raison  inverse  des  masses,  et  s'il 
s'agit  de  corps  tournants,  des  moments  d'inertie.  Celui  du 
volant  est  considérable  par  rapport  au  reste  du  systèniie. 
L'effort  transmis  au  mécanisme  proprement  dit  est  donc 
une  faible  fraction  de  la  forc^  additionnelle  en  question. 

On  peut  comparer  cette  influence  préservatrice  du  vo- 
lant sur  le  mécanisme,  à  l'égard  des  chocs,  à  celle  d'un 
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écran  sur  un  corps  pour  lequel  on  redoute  l'action  de  la 
chaleur.  Il  suiHt  que  chacun  d'eux  soit  interposé  entre  le 
corps  et  l'influence,  dont  on  veut  le  préserver. 

274.  Manivelle  simple  à  simple  effet.  —  J'arrive  au 
calcul  du  moment  d'inertie  des  volants,  et,  pour  plus  de 
clarté,  je  l'expliquerai  d'abord  sur  un  exemple  que  j'em- 
prunterai aux  transmissions  par  bielle  et  manivelle.  Je 
choisirai  la  plus  simple  et  en  même  temps  la  plus  irrégu- 
lière, la  manivelle  simple  à  simple  effet.. 

Nous  supposerons  qu'une  bielle  exerce  l'effort  invariable 
P  pendant  la  moitié  de  la  course,  tandis  qu'une  résistance 
constante  Q  s'exerce  continuellement  à  un  rayon  fixe  q. 
Leurs  travaux  respectifs  seront  pourur^  tour  entier  aPr  et 
Q.27r^.  Comme  le  mouvement  doit  être  périodique,  il  ne 
doit  pas  y  avoir  au  bout  d'un  tour  de  variation  de  force  vive, 
ni  d'excédant  de  travail  dans  aucun  Sens.  Nous  égalerons 
donc  les  expressions  précédentes,  ce  qui  donne 

Vr 

0?  =  '^' 
Comme  c'est  le  moment  total  qui  règle  la  rotation,  le 
minimum  et  le  maximum  de  vitesse  auront  lieu  lorsque  le 
moment  moteur  commencera  ou  cessera  d'être  supérieur 
au  moment  résistant,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  seront  égaux. 
Nous  poserons  doac 

Prsin9=:Qy, 

en  comptant  l'angle  de  rotation  B  à  partir  du  point  mort 
extrême,  ou,  d'après  la  relation  précédente. 


smô  =  — 


On  déduit  de  là.  deux  valeurs  supplémentaires  l'une  de 
l'autre. 
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Je  <fesigneraî  par  «'  la  vitesse  angulaire  minîma  et  par  a>^ 
ia  vilesse  maxima  qui  correspondent  respeclivement  à  la 
première  et  à  la  seconde  de  ces  positions. 

Sou  a  la  vitesse  moyenne  déduite  du  nombre  de  tours. 
Nous  admettrons,  suivant  une  approximation  bien  suffi- 
sante pour  une  détermination  de  cette  nature,  qu'elle  est  la 
moyenne  arithmétique  des  vitesses  limites, 


a==:±j£. 


Nous  désignerons  en  outre  par  X  le  coefficient  de  régulari- 
sation, en  entendant  par  là  que  la  variation  extrême  to"^  «' 
de  la  vitesse  doit  être  une  fraction  X  de  la  vitesse  moyenne 

d  où 


iû»=: 


Posons  actuellement  Péquation  de  la  force  vive  entre  les 
positions  5'  et  6^.  La  force  vive  du  volant  proprement  dit 
est  Mw*R%  et  nous  opérerons  à  coup  sur  en  passant  sous 
SîJence  le  resie  des  masses  en  mouvement,  car  nous  devotis 
trouver  ainsi  pour  le  moment  d'inertie  une  valeur  un  peu 
plus  que  suffisante.  Le  demi-accroissement  de  force    vive 
sera,  par  suite, 

ou 

Le  travail  de  Q  aura  d'ailleurs  ]poar  valeur 


ou 


d-')' 
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puisque  6^  et  0^'  sont  supplémentaires.  Enfin  le  travail  de  P, 
dont  la  direction  reste  constamment  celle  du  diamètre  des 
points  morts,  sera 

P(rcosG'  — rcosO"; 

ou 

2Prcosô^ 

Nous  aurons  donc 

Or,  le  rapport  ^  a  pour  valeur  ~>  d'après  la  première 

relation.  En  second  lieu,  aPr  est  le  travail  moteur  égal  au 
travail  résistant  pendant  un  tour  et  dont  je  représenterai 
la  valeur  commune  par  T.  11  vîent  d'après  cela 

>n'MR»==  T  (cos0'— i  4- -J-rV 
\  2       i8o*»/ 

Si  l'on  remarque  enfin  que  la  parenthèse  est  un  coefficient 
purement  numérique  dont  la  valeur  est  o,552i,  on  aura 
définitivement 

>n'MR»  =  o,552i.T, 

formule  qui  déterminera  le  moment  d'inertie  du  volant  MR* 
pour  un  degré  de  régularisation  X  en  fonction  de  la  vitesse 
et  de  la  puissance  de  la  machine. 

Si,  pour  rendre  cette  formule  plus  facilement  applicable, 
on  remplace  la  masse  par  le  poids  /?, 

la  vitesse  angulaire  par  le  nombre  tde  tours. par  uainute, 

air.r 
bo 
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le  travail  pour  un  lour  par  la  force  en  chevaux  cj», 


60 


sin- 
ir     .  l         in 

arc  cos  1 
2n  \       n 

2/1 


elle  deviendra,  tout  calcul  fait,  ' 

/>R»=2122050  r5^«  f! 

f 

275.  Maktvelle  multiple  a  double  effet.  —  La  marche  r 

à  suivre  pour  le  cas  d'une  manivelle  multiple  d'ordre  quel-  ! 

conque  ne  diffère  eu  rien  de  la  précédente.  11  faut  exprimer  [ 

en  premier  lieu  la  condition  de  périodicité.  Le  travail  ré-  ■ 

sistant  pendant  un  tour  est  encore  aiiQq,  Le  travail  mo-  f 

leur  est  le  produit  du  moment  moyen  Mo  [267,  (4)]  par  le  1 

déplacement  angulaire  2  7r.  On  a  donc  i 

L'égalité  du  moment  moteur  et  du  moment  résistant  sera  | 

de  même  l 

c  esl-à-dire  3 

M  =  ]\ï..  i; 

Les  limites  de  vitesse  correspondent,  par  conséquent,  aux 
deux  valeurs  de  Tangle  0©  du  moment  moyen  [266,  (3)]  : 
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symétricpes ,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  remarqué,  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  de  la  période. 

Posons  encore  Téquation  de  la  force  vive  entre  les  posi- 
tions 6'  et  6'^  L'accroissement  de  la  demi-force  vive  sera 
comme  ci-dessus  (274) 

Le  travail  de  la  résistance  aura  pour  valeur  le  produit  de 
son  moment  constant  Qy  par  le  déplacement  angulaire^  qui 

est  le  double  de  la  distance  de  6^  à  la  bissectrice  — 9  c'est- 

à- dire 

^.     ir\ 
sm —  \ 

2Q^arocos[  U 

a/i  ,/ 

ou  encore,  d'après  la  première  relation, 

sm  — 

2/î 

, 

TT 

2/1 

Quant  au  travail  de  la  puissance,  il  sera, 

Je'  /ism — *^ô'  ^     ^    ..  ^      ^  ' 

2/1 

=:fV['K''-^)->^(''-^)] 

—  cos  ( I  > 

\        2  2/t/ 


//sm- 
2/1 

2Pr     ,  e^— I 
:  ■  sm  - 

/ism  — 
2/1 
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c'est-à-dire,  d'après  les  valeurs  de  6'  et  6% 
. sm  I  arc  cos  1    —  ~"   |  1 


=;ïz\/;-(t)'-^'-vW~ 

L'équation  de  la  force  vive  sera  d'après  cela,  en  rempla-. 
çant  par  T  le  travail  total  pour  un  tour  4?^» 

Si  l'on  fait  enfip  subir  à  cette  formule  la  même  transfor- 
mation qu'à  celle  du  problème  précédent,  il  viendra  défi- 
nitivement 

en  désignant,  pour  abréger,  par  K  le  coefficient  numé- 
rique 


K  =  i28i2i3 


On  aura,  par  exemple,  dans  les  cas  les  plus  simples  : 
r=i         4^3662 

2  4^446 

3  8387 

4  5o57 
6           2587 

Oq  adéjà  une  écoQomîe  décisive  avec  l^s  manivelles  triples. 
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276.  Méthode  graphique.  —  On  peut  suivre,  pour  la 
détermination  du  moment  d'inertie  d'un  volant,  une  marche 
générale  fondée  sur  des  procédés  graphiques. 

A  cet  effet,  on  prendra  deux  axes  rectangulaires,  l'un  des 
abscisses  pour  représenter  les  espaces,  l'autre  dès  ordon- 
nées pour  les  forces  langentielles,  c'est-à-dire  celles  qu'il 
suffit  de  multiplier  par  le  déplacement  pour  avoir  le  tra- 
vail (PL  If^^Jig'  5i).  On  construira  ainsi  deux  courbes, 
l'une  pour  la  force  motrice,  l'autre  pour  Ja  résistance.  Le 
travail  de  chacune  de  ces  forces  est  l'àîre  de  la  courbe  cor- 
respondante, car  l'aire  élémentaire  est  le  produit  de  l'or- 
donnée par  l'accroissement  d'abscisse  ou  de  la  force  tangen- 
tielle  par  le  déplacement  infiniment  petit. 

D'après  cela,  la  condition  de  périodicité  ou  d'égalité  du 
travail  au  bout  d'un  tour  s'exprimera  par  l'égalité  des  aires 
totales 

P,P,M.M,==P.P,R»R„ 

en  sous-en tendant  d'ailleurs  l'égalité  des  ordonnées  et  des 
inclinaisons  extrêmes  de  chaque  courbe  pour  que  la  fin 
d'une  période  soit  le  commencement  de  la  période  suivante. 

Le  minimum  et  le  maximum  de  vitesse  correspondront 
aux  instants  où  le  travail  résistant  cesse  d'être  prépondé- 
rant où  bien  recommence  à  l'être,  c'est-à-dire  pour  les  posi- 
tions P,  P'  et  Pj  P''  que  fournissent  les  intersections K' et K" 
des  deux  courbes. 

Pour  déterminer  le  moment  d'inertie,  tious  poserons 
encore  l'équation  de  la  force  vive  entre  ces  deux  positions. 
Le  demi-accroissement  de  la  force  vive  sera,  comme  tou- 
jours, exprimé  par  Xfî*]V|R*.  La  différence  des  deux  tra- 
vaux sera  d'ailleurs  dans  cet  intervalle  représentée  par 
l'aire  fermée  K'RK^'M.  Si  donc  T  désigne  le  travail  moteur 
ou  résistant  développé  pendant  la  période  et  représenté  par 
l'aire  totale  de  Tune  ou  l'autre  des  deux  courbes,  par 


hégulatb^rs  d'emmagasinemekt.  a^p. 

exemple  PfP^ Ml Ms,  Téquation  sera 

-— IS; 

I!  suffira,  par  suite,  de  mesurer  ces  deux  aîrcs  isur  T épure 
et  de  substituer  leur  rapport  a.  Rien  n'empêche  d'ailleurs 
de  faire  sul^ir  à  cette  formule  la  même  transformation  que 
dans  les  exemples  précédents ,  ce  qui  l'amène  à  la  forme 
définitive  ,       , 


CONTRE-POIDS: 

277.  Les  contre-poids  sont  les  appareils  qui  emmaga- 
sinent le  travail  par  rintervention  de  la  pesanteur.  On  in- 
troduit à  cet  effet  des  masses  additionnelles  qui  ne  jouent 
qu'un  rôle  de  présence,  et  on  les  dispose  de  manière  à 
monter  pendant  la  tendance  à  l'accéléra tîon  et  à  descendre 
dans  le  cas  contraire.  Oii  développe  ainsi  un  travail  opposé 
à  l'excédant  qui  tend  à  se  produire. 

Il  est  inutile  d'ajouter  qu'on  ne  peut,  par  ce  procédé, 
créer  ni  détruire  du  travail.  Le  contre-poids  finit  toujours 
par  s'élever  et  s'abaisser  des  mêmes  quantités.  On  ne  mo-^ 
difîe  que  la  répartition  du  travail. 

278.  Cantre-poids  des  manwelles.  — *  Pour  faire  fonc- 
tionner à  doublé  effet  une  bielle  qui  d'elle-même  agirait  a 
simple  effet  dans  le  sens  vertical,  etde  haut  en  bas,  il  suffît 
de  placer  .3ur  Je  prolongement  de  la  manivelle  un  contre- 
poids égal  à  la  moitié  de  la  force  qui  serait  avec  la  traction 
de  la  bielle  en  raison  inverse  des  deux  bras. 

Ei;|L  effei,  son  moment,  et  par  suite  son  travail,  8eiH>nt  la 
moitié  de  ceux  de  la  bielle*  Le  travail  moteur  se  trouvera 
donc  réduit  à  moitié  pendant  la  descente  du  bouton  et  la 

'9 
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remontée  du  contre-poids.  LorsqniC,  au  contraire,  labîelle 
cesse  toute  actipn,  le  coijtrç-poids  commence  à  descendre  et 
développe  alors  un  travail  ^al  à  celui  de  son  ascension.  On 
retrouve  donc  Tautre  moitié  du  travail  total,  qui  se  trouve 
ain3i  réparti  par  égale  portion  entre  les  deux  parties  de  la 
course. 

On  place  aussi  quelquefois  dans  les  manivelles  à  simple 
effet  un  contre-poids  à  angle  droit  sur  le  bras^  de  manière 
qu'il  le  précède  dans  le  mouvement  de  rotation.  On  faci- 
lite par  là  le  passage  au  point  mort  supérieur  où  la  bielle 
recommence  son  action  et  où  le  ralentissement  est  excessif. 
A  la  vérité,  on  gène  d'autant  le  passage  au  point  mort  infé-  • 
rieur^  mais  il  n'en  résulte  pas  d'inconvénient  ;  car  la  vitesse 
est  à  ce  moment  assez  notable,  puisque  la  bielle  ternaine 
seulement  alors  son  action. 

On  a  ^oîn  en6n,  dans  toute  manivelle,  d'établir  en  pro- 
longement de  son  bras  un  contre-poids  destiné  à  Téquilibrer 
pour  centrer  Tappareil  et  éviter  l'accélération  que  produi- 
rait sans  cela  la  pesanteur. 

279.  Contre-poids  des  machines  de  détente»  —  Les 
machines  à  vapeur  m*archenl  ordinairement  à  détente,  c'est- 
à-dire  qu*après  un  certain  parcours  du  piston,  sous  la  pleine 
pression  de  la  chaudière,  on  ferme  l'admission  en  laissant 
seulement  la  vapeur  introduite  se  détendre  comme  un  r^^ 
sort»  On  réalise  par  là  des  avantages  dont  nous  n'avons  pas 
à  nous  occuper  en  ce  moment^  mais  il  est  clair,  en  revanchç, 
que  l'on  rend  l'action  motrice  assez  irrégulièrè. 

•M.  Laboulaje  a  proposé  de  remédier  à  cet  inconvénient 
en  plaçant  à  angle  droit  sur  le  oiiliea  du  balancier  un  bras 
de  contre-poids.  Dans  chaque  demi-conrse,  la  pleine  pres- 
sioli  est  employée  à  remonter  le  contre*poids  ju^qn'an  point 
maflBtmumde sa  course  circulaire,  après  quoi  fi  redescend 
«n  vcnaïut  en  .aide  à  la  détente.^ 
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280.  Pùnt'levis  à  flèche  »  —  Le  ponl-levis  est  un  sys- 
tème dans  lequel  le  travail,  de  la  pesanteur  doit  être  inces- 
samment détruit  par  un  contre-poids,  afin  que  Ton  n'ait  à 
lutter  que  contre  les  frolieoienls  pour  pouvoir  relever  rapi- 
detoent  et  avec  peu  de  force  le  tablier  du  pont. 

Dans  un  preinier  système,  on  relie  le  tablier  à  un  châssis 
supérieur  par  des  chaînes  disposées  sur  les  deux  côtés  du 
pont  [PL  Xf^y  Jig.  23 1).  Ces  deux  corps  tournent  autour 
d'axes  horizontaux  O,  O'.  Les  longueurs  OA,  O' A' sont 
égales,  et  de  plus  les  chaînes  AA'  sont  aussi  égales  à  la  dis- 
tance des  axes  OCH,  de  telle  sorte  que  la  figure  conserve 
toujours  la  forme  d'un  parallélograïuine,  et  que  le  chàads 
tourne  des  mêmes  angles  que  le  tablier. 

On  dispose^en  outre, un  contre-poids  sur  U  partie  posté* 
rieuré  du  chàssb  de  manière  que  les  droites  Qg^  O' g\  qui 
joignent. les  axes  des  deux  pièces  à  leurs  centres  de  gravité 
respectifs,  soient  en  raison  inverse  de  leurs  poids  cl  paral- 
lèles dans  une  positioa  donnée,  ce  qui  suffira,  diaprés  ce 
que  nous  venons  de  ^r^-^  pour  qu'elles  le  soient  toujours. 
Dans  ces  conditions,  la  centre  de  gravitié^  de  Tensemble  se 
trouvera  en  G  à  rintefsection  des  deux  droites  menées  par 
les  centres  de  rotation  et  par  les  centres  de  gravité.  On  a, 
en  effet,  par  hypothèse, 


en  second  lieu,  d'après  la  similitude  des  triangles  GO^^ 
GOV. 


O'g'       G?" 
d*où 

'  ■  •  >  ■  21.-^    ■  ■ 

G'g'~P' 
ce  qui  montije  q;ie  Çr  eatle  ceatic  ilu  gravité.  Oa  a  en 
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outre  .    , 

GO        Ofl' 

D'après  cela,  le  centre  de  gra\îtë  qui  partage  dans  un  rap- 
port fixe  la  ligne  invariable  des  centres  de  rotation  est  lui- 
même  un  point  fixe,  et  la  pesanteur  u^efîectue  aucun  tra- 
vail sur  l'ensemble. 

281.  Pont'IcWs  de  Bélirlor,  —  Oi>  peut  employer  aussi 
nu  rouleau  de  contre-poids  suspendu  à  Textrémitè  de 
chaînes  passées  sur  des  poulies  {PI.  XF',  fig.  aSa).  On 
Toblige  à  rouler  dans  une  courbe  que  Ton.  déduit  de  celle 
qui  doit  être  décrite  par  son  centre  en  portant  sur  toutes 
ses  normales  le  rayon  du  rouleau  (  *).  Cette  dernière  ligne 
se  construit  par  points  d'après  la  condition  que  le  travail  de 
rabaissement  du  contre-poids  soit  égal  au  travail  d'éléva- 
tion du  tablier. 

On  figure  pour  cela  une  situation  quelconque  de  ce  der« 
nier  et  Ton  mesure  la  hauteur  de  son  centre  au-dessus  de  sa 
position  initiale.  Par  le  rapport  inverse  des  poids,  on  obtient 
la  distance  verticale  dont  le  contre-poids  à  du  s'abaisser, 
c'est-à-dire  le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouve  alors  ; 
puis  menant  de  l'extrémité  du  tablier  une  tangente  à  la 
poulie  et  la  défalquant  de  la  longueur  totale  de  la  chaîne, 
on  décrit,  à  partir  dq  point  de  contact  et  avec  Texcédant  de 
longueur,  une  développante  du  cercle  de  la  poulie,  qui  de- 
vra également  contenir  le  centre  du  rouleau.  Ce  point  se 
trouve  ainsi  déterminé  par  Tintersection  de  cette  dévelop- 
pante et  de  la  droite  horizontale. 

Pour  connaître  la  nature  géométrique  de  la  courbe,  ré- 
duisons la  poulie  à  un  point  situé  à  une  hauteur  &  au-dessus 


(*)  Hatox  de  la  GoupiLLiÊRB,  Calcul  infinUésimnl,  p.  194. 
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de  la  charnière  du  pont.  Si  a  désigné  la  longueur  du  tablier, 
P  son  poids,  i  son  inclinaison  à  un  instant'  quelconque, 

-Pasîni  sera  son  moment  par  rapport  au  plan  de  sa  posi- 
tion horizontale.  Si  nous  rapportons  la  courbe  à  des  coor- 
données polaires  qui  auraient  pour  p6le  la  poulie  et  pour 
axe  la  verticale,  h  —  rcosO  sera  la  hauteur  du  contre- 
poids /?  au-dessus  de  ce  plan  filce  et  p  (h  —  rcosô)  expri- 
mera son  moment.  On  devra  donc  poser,  pour  assujettir  le 
centre  de  gravité  à  rester  (|ans  le  même  plan  horizontal,. 

''Vasmi'\-p{h  —  rc6sô)  =  C. 

Si  Ton  envisage,  d'autre  part,  le  triangle  formé  par  le 
tablier  «,  la  verticale  h  et  la  portion  / — r  de  chaîne  qui 
le  ferme,  i   fournira  la  relation 

(/  — r)»=^rt^-h  h^ — 2/i/isin/. 

Il  ne  reste  plus  dès  lors  qu'à  éliminer  l'entre  ces  deux  équa- 
tions. C^est  une  simple  substitution  qui  donne 

C  —  ph 


»— 2r  (/  — s^/icoso]  -h  /»— û»— /*3-+-4/il 


=  o. 


Si,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposons  que  le  contre- 
poids arrive  jusqu\à  la  poulie  lorsque  le  tablier  est  baissé, 
nous  aurons,  en  faisant  i  =  r  =  o  dans  les  deux  premières 

relations, 

ph  =  C,     /2=«»4-/i^ 

L'équation  de  la  courbe  se  simpliGe  alors  et  devient 
r=a/  —  4p^'cos0. 

Elle  représente  un  limaçon  de  Pascal  qui  se  construira  très* 
facilement  comme  conchoïde  de  cercle.  On  remarquera 
qu'elle  est^alors  indépendante  de  la  longueur  du  tablier. 
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.  28â«  Câhie  de  contre-poids  des  mines.  —  Pour  régula- 
riser l'extraction  des  minerais,  malgré  la  variaûondupoids 
du  câble,  on  employait  dans  les  anciennes  machines  une 
cliaîne  de  contre-poids  d'une  disposition  très-ingénieuse 

La  longueur  de  la  chaîne  est  le  quart  de  la  profondeur 
du  puits  ou  de  la  longueur  du  râble,  son  poids  total  €st  le 
même,  et  par  suite  son  poids  par  mètre  courant  est  qua- 
druple. Entinelle  est  amarrée  au  quart  de  la  profondeur,  et 
son  ■extrémité  libre  est  reliée  au  treuil  par  une  corde  dont 
nous  négligeons  'influence.  Dans  ces  conditions,  nous 
allons  reconnaître  qu'il  y  a  constamment  équilibre  entre  le 
poids  du  cable  et  celui  de  la  chaîne,  et  que  Ton  n'a,  par 
suite,  à  élever  que  le  poids  constant  du  minerai  « 

En  effet,  à  l'instant  initial  le  poids  total  du  câble  agit 
vers  la  gauche  du  treuil  et  le  poids  total  de  la  chaîne  -vers 
la  droite,  de  sorte  qu'il  y  a  équilibre.  Si  la  benne  s'élève 
d'une  hauteur  A,  le  câble  de  gauche  diminue  de  A,  le<:âble 
de  droite,  d*abord  nul  pour  supporter  la  benne  vide  qui 
redescend,  augmente  de  cette  même  longueur,  ce  qui  re- 
vient à  diminuer  de  2/1  le  poids  du  câble  de  gauche. 
D'autre  part,  l'extrémité  libre  de  la  chaîne  est  descendue 
elle-même  de  h  ;  mais  cette  chaîne  se  compose  de  deux  par- 
ties, dont  l'una  pèse  directement  sur  le  point  fixe  et  de- 
meure saii s  action  sur  l'appareil,  et  dont  l'autre  se  trouve 
Suspendue  à  droite  du  treuil.  Cette  portion  n'a  donc  Tarie 

que  de  —  Mais  son  poids,, par  unité  de  longueur,  est  qua- 
druple de  celui  du  câble  j  de  sorte  que  les  diminutions  de 
poids  de  droite  et  de  gauche  se  contre-balancent  exacte* 
ment.  Comme,  d'ailleurs,  l'équilibre  existait  au  premier 
iustânl,  il  subsistera  encore  à^n  laoïuent  quelconque. 

283.  Câbles  de  coWre-poidsJes  gazomètres^  —  Le  gas 
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d'éclairage  est  renfermé  dtiis  d'éuornies  cloches  qui  sont 
plongées  dans  reau  à  leur  partie  inférieure  e}  soutenues 
par  la  force  élastique  du  gaz  en  même  temps  que  par  des 
conlre-poids  que  l'on  suspend  à  des  chaînes  passées  sur  d<*s 
pcfulics.  Le  poids  de  ces  chaînes  est  calculé  de  manière  que, 
pour  un  abaissement  donné  de  la  cloche,  la  somme  des 
variations  des  deux  séries  de  brins  corresponde  exactement 
à  la  perte  de  poids  qui  résulte,  d'après  le  principe  d'Archi- 
mède,  de  rimmersion  des  parois  sur  cette  même,  hauteur. 
De  cette  manière,  la  cloche  exerce  toujours  le  n)ême  effort 
sur  le  gaz,  quel  qu'en  soit  le  volume,  et  la  pression  reste 
constante,  ainsi  que  le  régime  de  distribution  qui  en  est  la 
conséquence. 


RESSORTS 

284.  Les  ressorts  sont  les  appareils  qui  emmagasinent 
le  travail  par  l'intervention  de  Télasticité.  On  introduit,  à 
cet  effet,  des  corps  qui  fléchissent  sous  les  efforts  addition-» 
nels,  et  reprennent  leur  forme  en  développant  un  travail 
contraire,  lorsque  la  force  diminue.  / 

Ressorts  solides.  —  On  emploie  le  plus  souvent  des  res- 
sorts solides  en  acier,  en  bois,  en  gutla-percha.  On  s'en 
sert  pour  la  suspension  des  voilures  ou  des  wagons  (456), 
pour  les  rabats  des  martinets  (466),  pour  les  tampons  de 
choc  (435)  des  wagons  entre  eux  ou  sur  les  têtes  de 
ligne,  etc. 

Cloche^  à  air,  —  On  emploie  aussi  un  matelas  d'air  pour 
régulariser  le  mouvement  des  fluides,  soit  l'eau,  soit  l'air. 
On  les  rencontre  dans  les  machines  soufflantes  ou  dans  les 
pompes  pour  régulariser  l'écoulement  malgré  les  variations 
du  mécanisme  ^  dans  le  bélier  hydraulique,  ou  aux  robinets 
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de  distribution  d'eau  dans  les  maisons  pour  amortir  le  coup 
de  bélier  produit  par  Tarrèt  brusque  de  Teau,  etc. 

On  se  sert  aussi  de  clqches  à  air  pour  égaliser,  le  travail 
fort  irrégulier  des  moulins  à  vent.  On  emploie. alors  c<.» 
travail  à  comprimer  de  Tair,  et  la  détente  de  celui-ci  sert 
aux  instants  et  .dans  les  proportions  convenables  pour 
l'objet  que  l'on  a^n  vue. 
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CHAPITRE  XVIII. 

MODÉRATEURS. 


§1. 
MODÉRATEURS  A  FORCÉ  CENTRIFUGE. 

285.  Le$  modérateurs,  dont  Tinfluence  s'exerce  directe- 
ment sur  le  moteur,  se  composent  toujours  d'un  appareil 
sensible  aux  variations  de  la  marche  et  d'une  connexion  de 
celui-ci  avec  le  récepteur. 

Parlons  d'abord  de  celte  dernière,  qui  est  la  même  pour 
tons  les  modérateurs.  On  doit  citer  comme  la  plus  simple 
la  connexion  directe,  maïs  elle  présente  un  défaut  grave. 
Eu  effet,  si  la  machine  s'accélère,  l'appareil  sensible  en 
ressent  riiifluence-,  le  moteur  se  calme.  Dès  lors  la  vitesse 
tombe,  l'appareil  subit  l'influence  en  sens  inverse,  le  mo- 
teur reprend  de  raciîvité.  L'accélération  reparaît,  etc^  ;  et, 
par  suite,  la  marche  se  trouve  soumise  à  une  oscillation 
continuelle  et  très-fàcheuse. 

Pour  cette  raison,  on  préfère  de  beaucoup  interposer  dans 
la  connexion  le  système  d'embrayage  qui  a  été  décrit  ci-des- 
sus (233 5  P/.  XlI^Jig.  lyg).  L'appareil  sensible  se  trouve 
alors  en  rapport  direct  avec  le  manchon  d'embrayage  M,  et 
l'organe  qui  modère  le  moteur  avec  la  roue  d'angle  A.  Si  la 
marche  ne  subit  que  des  modifications  insignifiantes,  le 
manchon  oscille  entre  les  roues  B,  B'  sans  se  mettre  en  prise 
et  sans  caler  ceis  roues  ^  le  moteur  ne  ressent  donc  aucune 
influence.  Si  la  marche  s'accélère  par,  trop  dans  un  sens  ou 
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dans  Tautre,  le  manchon  M  vient  saisir  pour  quelques  in- 
stants l'une  (les  roues  B,  B',  qui  cesséd'ôtre  folle  el  manœuvre 
dans  le  sens  convenable  l'organe  modérateur.  Le  moteur 
cesse  par  suite  son  effet  accidentel^  la  marche  revient  à  l'état 
normal,  le  manchon  reprend  la  position  intermédiaire  et 
rend  la  liberté  à  la  roue  qu'il  avait  calée.  Aucune  connexion 
n'existe  plus  entre  l'appareil  sensible  et  le  moteur,  de  «orte 
que  Ion  évite  la  réaction  en  sens  contraire,  qui  est  inévi- 
table avec  la  connexion  directe  (*). 

Quant  aux  appareils  sensibles,  il  en  existe  un  assez  grand 
nombre  que  nous  répartirons  en  deux  genres,  suivant  le 
principe  employé  pour  créer  cette  sensibilité. 

Premier  genre. —  Modérateurs  à  force  centrifuge. 
Second  genre.  —  Modérateurs  à  ressort, 

286.  Modérateurs  a  force  centrifuge.  —  Le  mouve- 
ment de  rotation  uniforme  d'un  point  matériel  m,  avec  un 
rayon  r  et  une  vitesse  angulaire  w,  s'effectue  sous  l'influencé 
d'une  force  centripète  idéale  m  w*r  dirigée,  suivant  le  rayon, 
vers  le  centre,  et  qui  s'obtient  en  composant  les  forces  réel- 
lement appliquées.  On  peut  donc  dire  inversement  que  la 
force  égale  et  opposée  à  la  force  centripète,  et  qu'on  appelle 
centrifuge^  ferait  équilibre  à  ces  forces  réelles,  et  c'est  ainsi 
que  Ton  envisage  le  plus  ordinairement  le  phénomène» 
Comme  la  force  centrifuge  dépend  de  la  vitesse  angulaire,  il 
est  clair  que  cet  équilibre  ne  sera  pas  le  même  pour  toutes 
tes  vitesses.  L'appareil  par  lequel  il  doit  s'établir  ne  restera 
donc  pas  toujours  dans  le  même  état  si  on  lui  donne  la  pos- 


(*)  J'ajouterai  qti^on  peut  établir  la  connexion  dans  les  machines  à  vapeur 
ftveo  le  papiUon  ^'admission  ou  avec  i'organe  de  détente.  Ce  mode  est  de 
beaucoup  préférable,  car  le  premier  crée,  par  Vélranglemçnt  de  la  veine, 
une  détente  dont  l'effet  est  perdu;  taudis  qu'on  l'utilise  dans  le  cylindre 
inème  treç  le  second  «ystème. 
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sibilité  de  varier,  ce  qui  revient  à  dire  op^ir  sera  alors 
sensible  aux  variations  de  la  marche.  Tel  pst  le  principe 
général  des  modérateurs  à  force  centrifuge. 

287.  Hégulateur  à  houles.  —  Le  plus  ordinaire  est  un 
losange  articule  (d82),  dont  deux  branches  portent  des  boules 
massives,  ou  destentilles  pour  diminuer  la  résistance  de  Tair 
[PL  XF,fig,  234).  Son  articulation  supérieure  participe 
à  la  rotation  d'un  arbre  vertical  qui  fait  partie  de  la  ma- 
chine. La  force  centrifuge  écarte  plus  ou  moins  les  boules, 
ce  qui  détermine  Tascension  de  l'articulation  inférieure. 
Celle-ci  est  embrassée  par  une  fourchette  qui  permet  sa 
rotation,  mais  qui  est  entraînée  par  sa  translation  le  long 
de  Taxe.  Elle  bascule  donc,  et  c'est  ce  mouvement  queFon 
niilise  pour  la  réglementation. 

Pour  donner,  sous  une  forme  simple,  la  théorie  de  cet 
appareil,  réduisons-le  à  un  point  matériel  suspendu  à  Tex- 
trémité  d'une  tige  sans  masse  de  longueur  /,  écartée  de  la 
verticale  sous  un  angle  a  [PL IV ,  fig.  Sa).  Nous  considére- 
rons, d'après  ce  qui  précède,  ce  point  comme  en  équilibre 
sous  l'action  de  la  force  centrifuge  mu?r  ou  ma>'/sinaj 
et  des  forces  réelles,  à  savoir  :  son  poids  mg^  la  tensiou 
inconnue  de  la  tige  et  une  force  F  d'intensité  convenable 
appliquée  tangehtiellement  au  cercle  que  le  point  est  sus- 
ceptible de  décrire  dans  un  plan  vertical  pendant  son  écar- 
lemeni.  Comme  le  corps  ne  peut,  relativement  au  système 
tournant,  que  se  déplacer  le  long  de  ce  cercle,  l'équilibre 
s'exprimera  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  projections  de 
toutes  les  forces  sur  la  tangente  à  ce  cercle.  La  tension 
inconnue  disparait  alors  d'elle-même,  et  il  reste 

F-|-/»g:sina  —  mb>^/sina.cosa=:  o;  % 

d'où 

F  = /If  siDa(»'/cosa  —  g). 

La  position   d'équilibre  spontané   sans    l'intervention 
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dVucune  force  F  s'obtiendra  en  faisant 

F=o. 

On  peut,  pour  cela,  recourir  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 
bypottèses 

6>^/C0Sa  —  g'rsro, 
sin  a  =:  G  ; 

d'où  les  trois  solutions 

ces  a  =:  — 7-;  5      a  =  o .      9.  ==  7:  • 

Je  dis  que  la  première  est  une  position  d'équilibre  stable 
et  que  les  deux  autres  fournissent  un  équilibre  instable. 

Supposons,  pour  cela,  la  lige  placée  par  rapport  à  la  ver- 
ticale sous  un  angle  quelconque  ol  moindre  que  a',  nous 

aurons 

s 
cosa>cosa'> -^  , 

w'/cosa  —  g'I^'  o, 
F>o. 

La  force  est  donc  dirigée  vers  la  verticale  comme  sur  la 
figure,  ce  qui  montre  que  la  tige  a  tendance  à  s'en  écarter. 
Nous  obtiendrons  évidemment  les  signes  contraires  pour 
un  angle  a  supérieur  à  a'.  On  voit  donc  que,  dans  toutes 
les  positions  qui  ne  sont  pas  d'équilibre,  la  tige  a  tendance 
à  se  rapprocher  de  Finclinaison  a'.  D'après  cela,  celte  solu- 
tion constitue  une  situation  stable  et  les  deux  autres  sont 
instables. 

Il  est  clair  d'ailleurs  qu'on  ne  peut  réaliser  pratiquement 
qu'une  position  d'équilibre  stable,  et  par  suite  la  racine  a 
satisfait  seule  à  la  question.  Mais  elle  donne  encore  lieu  à 
une  remarque  nécessaire.  Pour  les  grandes  vitesses,^  on  a 

sr 
«  =  00  ,     cosa'  =  o ,     «'  =  -  ; 

2 
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la  tîge  est  rapprochée  de  F  horizontale.  Si  <ù  diminue,  elle 
s'incline  peu  à  peu,  et  pour 


«=i/y»      COSa'  =  l,      a'=:< 


la  tîge  est  alors  verticale.  Pour  des  vitesses  encore  moindres, 
cosa'  est  supérieur  à  l'unité  et  ce'  devient  imaginaire.  On 
comprend  cependant  qu'il  doit  exister  nécessairement  pour 
la  tige  quelque  position  stable  suivant  laquelle  elle  puisse 
se  mettre;  et,  en  effet,  on  peut  reconnaître  que  la  seconde 
solution  oc"  est  maintenant  devenue  stable.  Nous  avons,  en 
effet,  dans  le  cas  actuel, 


on  en  déduit 


6,< 


<a'/- 


\A-' 


et  à  fortiori,  pour  uu  écart  quelconque  a, 

w'/cosa  —  g'-^o» 
F<o. 

La  force  est  alors  dirigée  de  manière  à  s'éloigner  de  la  ver- 
ticale, et  par  suite  il  y  a  pour  la  tîge  tendance  à  s'en  rap- 
procher, ce  qui  montre  la  stabilité  de  celte  position-  Cette 
nécessité  d'un  certain  degré  de  rotation  pour  démarrer  les 
boules  n'a  da  reste  rien  d'absolu,  et  ne  constitue  pas  i^n 
défaut  de  l'appareil,  car  on  peut  abaisser  à  volonté  celle 
limite  en  prenant  des  tiges  d'une  longueur  suffisante,  puis- 
que /  figure  au  dénominateur  de  la  vitesse  limite. 

En  résumé,  ou  voit  que  la  tige  reste  pendante  anx  f  bibles 
vitesses;  elle  ne  se  démarre  de  la  verucalc  que  poiir  xtne 
certaine  valeur 


-=v1' 
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eîf  à  pvrtir  de  ce  point,  elle  s'écarte  èe  plus  en  plus  en  se 

maintenant  sous  Tinclinaison 

/? 
cosa  ==  -2_-. 

On  remarquera  que  cette  position  est  indépendante  de  la 
masse  des  boules;  à  ce  litre,  un  régulateur  quelconque 
pourrait  être  installé  sur  une  machine  donnée,  et  tous 
réglemenlc'raîent  de  la  même  manière  la  distribution.  Ce- 
pendant si  Ton  remarque  en  même  temps  que  F  est  pro- 
portionnelle à  ni^  on  reconnaîtra  que  IWGcacité  d'un  régu- 
lateur, c'est-à-dire  l'énergie  avec  laquelle  il  luttera  contre 
les  frottements  et  Finerlie  du  mécanisme,  ou  enfin  sa  rapi- 
dité d^inûuence  dépendent  de  la  masse  des  boules  qui  devra 
augmenter  avec  le  degré  d'importance  de  la  machine. 

288.  Le  régulateur  ainsi  constitué  présente  encore  un 
défaut  grave  que  je  vais  faire  ressortir.  Supposons  que  la 
machine  serve  k  eflFectuer  un  ouvrage  déterminé,  pour  la 
bonne  exécution  duquel  il  soit  nécessaire  de  conserver  une 
certaine  vitesse  co,  sauf  des  oscillations  sans  importance. 
Mais  supposons  aussi  que  l'on  veuille  effectuer  cet  ouvrage 
sur  des  proportions  plus  oa  moins  considérables,  de  manière 
fi  ce  que  le  travail  moteur,  dont  la  di^pensaiion  est  faite  par 
fe  régulateur,  doive  varier  en  conséquence.  Qd  sera. conduit 
à  reue  4ouble  condition,  que  la  tige  se  tieaiie,  sauf  s» 
ran'iatioBs  accîdenlelles,  a  use  position  a^  eonstante,  puis- 
que a>  doit  Tètre,.  et.  que  ^-autre  part  la  dtstribuliou  du 
moteur  varie,  et  par  suite  aussi  récarlejBieni  a'  qui  la  com- 
mande. Ces  deux,  condiiious  sont  oontoadictoire»  et  impos- 
sibles à  remplir  avec  le  régnkteor  tkl  qu'il,  vieut  d'être 
décrit. 

On  parvient  â  y  satisfaire  en  modifiant  le  dispositif.  On 
s'arrange  pour  (]ue  la  boule,  au  lieu  de  décrire  dans  le  plau 
vertical  un  cercle  de  rajok  /,  parcoure  une  courbe  diffé- 
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rente  dont  il  faut  d'abord  reoonnaitre  la  nature.  La  condi- 
tion d'équilibre  peut  s'écrire 


/ces  a 


S  . 


Or,  /cosa'  e^l  la  projection  sur  la  verticale  de  /ou  de  Ja 
normale  de  la  courbe 5  c'est  donc  sa  sous-normale,  et 
comaie  co  doit  être  constant^  Téquation  précédente  ex- 
prime que  la  sous-normale  est  constante  ou  que  la  courbe 
est  une  parabole.  Deux  systèmes  peuvent  être  employés 
pour  assujettir  les  boules  à  décrire  celle  parabole. 

Régulateur  de  FsYuike,  —  Un  premier  mécanisme  per- 
met d'atteindre  rigoureusement  ce  résultat;  mais  il  con- 
vient de  dire  qu'il  a  peu  réussi  en  pratique  (PL  XJ^, 
fig.  235).  Les  boules  so&t  reliées  à  des  roulettes  engagées 
sur  des  courbes  fixes  parallèles  à  la  parabole,  c'est-à-dire 
sur  des  développantes  de  la  mèsoe  parabole  seoû-cubiquev 

Régitlafcur  Farcot.  —  Un  second  dispositif,  qui  nVsl  en 
principe  qu'approximatif,  réussit  beaucoup  mieux  dans  l'ap- 
plication [PL  XVi  fig.  236).  Au  lieu  d'une  parabole,  on 
emploie  un  arc  de  son  cercle  osculateur  pour  un  point 
inteiincdîaire  de  la  portion  parcourue.  Il  suffit  alors  de 
suspendre,  comme  dans  le  premier  cas,  la  tîgt  à  un  point 
fixe;  maïs  ce  point  n*est  plus  sur  Taxe  de  rotation,  il  est 
situé  au  delà;  car  on  sait  que  le  centre  de  courbure  d'un 
point  de  la  parabole  est  toujours  situé  de  Tauire  côté  de 
son  axe.  Pour  cette  raison,  l'appareil  de  M.  Farcol  porte 
aussi  le  nom  de  régulateur  à  tiges  croisées. 

289.  Bcgulateur  de  M.  Léon  Foucault.  —  M.  Léon 
Foucault  vient  de  construire  un  nouvel  appareil  qui  résout, 
avec  une  rigueur  absolue  et  une  extrême  simplicité,  le  pro- 
blème précédent. 

Imaginons  que  le  sommet  inférieur  du  losange  s<^t  fixe 
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et  que  le  sommet  supc^rieur  porte,  au  contraire,  lemancBon 
mobile^  donnons  de  plus  aux  prolongements  des  càtés  du 
losange  qui  portent  les  boules  des  longueurs  égales  à  ces 
mêmes  côtés.  Dans  ces  conditions,  les  lx>ules  se  trouvent 
dans  le  plan  borizonta-l  de  ràrticulation  fixe  pour  toutes  les 
déformations  du  losange*,  elles  ne  sortent  donc  pas  de  ce 
plan,  et  l'influence  de  la  pesanteur  se  trouve  supprimée  (*). 
Il  s'ensuit  que  son  antagonisme  avec  la  force  centrifuge 
n'existant  plus,  la  moindre  vitesse  de  rotation  aplatira 
complètement  le  losange  dans  le  plan  en  question. 

Pour  éviter  cet  effets  on  relie  les  boules  à  l'axe  par  des 
ressorts  à  boudin  dont  le  point  d'attache  se  trouve  de  l'autre 
côté  de  cet  axe  sur  une  carcasse  qui  tourne  avec  lui.  Ils  ont 
de  plus  une  longueur  telle,  que  leur  extrémité  naturelle  se 
tro_uve  sur  l'axe,  Fécartement  r  de  la  boulé  dans  chacune 
de  ces  positions  mesurant  par  cela  même  leur  allongement. 
Il  suit  de  là  que  Tacuon  exercée  par  le  ressort  sur  la  boule 
aura  pour  expression  Er,  attendu  que  les  forces  élastiques 
peuvent  être  considérées  comme  pi-oportionnelles  aux  dé* 
formations. 

La  boule  peut  géométriquement  prendre  toutes  espèces 
de  mouvements  dans  son  plan;  mais,  en  l'absence  d'une 
cause  précisa,  elle  s'en  tiendra  au  mouvement  circulaire,  l^e 
seul  qui  ne  fasse  pas  naître  de  résistances  passives  ou  d'iner* 
tie  par  le  jeu  du  losangç  et  de  la  distribution.  La  force 
centripète  sera  alors  mesurée  par  mu>^r,  et  par  suite  on 
aura 


V^' 


valeur  constante  ;  ce  qui  montre  que  tous  les  écartements 


(')  Arantaçe  important  pour  les  machines  de  navigation  qui  participent 
au  rou^ft  et  au  tangage  du  bÀtimerit« 


rrrr^ir 
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s'accominoderopl  de  la  mémo  vitesse  de  régime.  Ainsi  donc 
celle  vitesse  sera  compatible  avec  tous  les  degrés  de  puis- 
sance de  la  machine,  puisque  celle-ci  dm  réglée  par  Técar* 
tement  même. 

L'appareil  fonctionne  néanmoins  comme  régulateur;  car, 
si  la  vitesse  normale  «  vient  à  s'accroître  subitement  en  de- 
venant fl,  il  faudrait,  pour  que  la  boule  continuât  à  décrire 
le  même  cercle,  qu'elle  fût  sollicitée  par  une  force  centrale 
mîl*r,  tandis  que  cette  action  est  seulement  égale  a  Er 
ou  mcù*7\  Elle  sera  donc  impuissante  à  déterminer  cette 
courbure,  et  les  boules  s'écarteront  en  fermant  en  partie 
Tadmission.  Mais,  dès  que  la  vitesse  sera  revenue  par  là  à' 
sa  valeur  normale  ci),  elles  resteront  dans  lenr  nouvelle 
position  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  variation  vienne  à  les 
en  détacher. 

On»remarquera  que  la  transmission  de  la  boule  au  man- 
chon se  fait  par  Tintermédiaire  d'un  parallélogramme  d'E- 
vans  (163)  formé  de  la  lige  qui  se  meut  entre  l'axe  et  le  plan 
horizontal,  et  qui  est  reliée  à  l'articulation  fixe  par  un  lien 
d'une  longueur  moitié  moindre.  Les  vilèssés  des  extrémités 
sont  donc  (i^)  en  raison  inverse  de  leurs  distances  à  cette 
articulation,  et,  par  suite,  d'après  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  les  forces  seront  en  raison  directe  de  ces  dis- 
tances.  Or,  l'action  exercée  sur  la  boule  varie  déjà  comme 
l'écartement;  celle  qui  est  développée  sur  le  manchon  sera, 
par  conséquent,  en  raison  de  la  hauteur  de  ce  manchon 
au-dessus  de  Tarticulaiion  fixe. 


I 


290.  Régulateur  de  FlaufL — Il  se  compose  d'un  losange 
articulé. dont  deux  sommets  portent  des  boules^  nn  troi- 
sième est  fixé  sur  l'axe,  et  le  dernier  est  garni  d'un  man- 
chon embrassé  par  la  fourchette  comme  dans  les  appareils 
précédents  (PL  XV,  fig.  aSy).  La  force  centrifuge  tend  à 
écarter  les  boules  et  à  aplatir  le  los^ange  suivant  celle  de  ses 
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diagonale»  qui  est  perpendiculaire  k  Taxe.  La  réactioti  d'un 
ressort  à  boudin  tend,  d'un  autre  côté,  à  le  réduire  à  la  dia*- 
gouale  dirigée  suivant  l'axe.  De  là  un  antagonisme  variable 
avec  la  force  centrifuge,  qui  rend  Tappareil  sensible  «iix 
chaugements  de  vitesse. 

Pour  trouver  la  position  d'équilibre  spontané,  écrivons 
que  le  travail  virtuel  est  niul  pour  le  mouvement  compatiUe 
jaiYec  la  constitution  de  T appareil*  La  force  centrifuge  est, 
comme  ci-dessus, 

le  cbemin  décrit  par  son  point  d'application  est  un  arc  de 
cercle  Idoc,  L'angle  de  ces  deux  directions  est  égal  à  sr, 
pnisqu  elles  sont  respectivement  perpendiculaires  à  Taxe  et 
à  la  tige.  Le  travail  total  a  donc  pour  valeur 

2/w<aT  sina  cosac/a; 

car  il  est  le  même  pour  chacune  des  deux  bonles.  Quanti 
la  force  du  ressort,  elle  peut  être  représentée  par  Eor,  si  x 
désigne  Vécartement  de  la.  glissière  à  partir  de  sa  poeitiou 
naturelle,  lorsque  les  boules  sont  sur  l'axe  et  le  ressort  sans 
tension.  Son  travail  sera  donc 

et  l'équation  d'équilibre 

2  w«^/'sinacosarfa  =  E4?û?x; 

mais  on  a 

j:  =  2/(i  —  cosa) 

et  la  formule  devient 

2/^siRai/a[mw*cosi*  —  2E(f  —  cos««)]  =±=0, 

ce  qui  permet  de  la  décomposer  ainsi  : 

(w^'-h  2E)cos«— ?2E  =^  o,^ 
sîiiai:=o; 
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d  OÙ  ks  trois  raeineâ 


COSa'=: 


2E 


2E- 


a  —  o ,      a    —  7k . 


La  première  conviendra  toujours  à  la  question,  car  elle  ne 
peut  devenir  imaginaire. 

291.  Régulateur  Duvoir, —  L'organe  essentiel  est  un 
anneau  de  Saturne  pouvant  tourner  autour  d'un  de  ses 
diamètres  fixé  a  angle  droit  sur  l'axe,  et  emporté  par  celui- 
ci  dans  sa  rotation  [PI,  XVyfig,  238).  La  force  centrifuge 
tend  à  mettre  Tanncau  dans  un  plan  perpendiculaire  a 
Taxe,  l'action  d'un  ressort  à  le  coucher  sur  l'axe,  d'où  un 
antagonisme  variable  analogue  au  précédent. 

La  théorie  de  cet  appareil  est  fort  compliquée  et  exige, 
pour  être  traitée  en  rigueur,  l'introduction  des  intégrales 
elliptiques  (*)5  je  me  contenterai  d'en  extraire  les  pro- 
priétés suivantes  :  l'anneau  a  deux  positions  d'équilibre; 
pour  une  vitesse  infinie,  l'une  se  trouve  à  angl«  droit  sur 
l'axe  et  l'autre  couchée  sur  lui  ;  la  vitesse  allant  eu  déciy>is* 
sanl,  ces  positions  se  rapprochent  et,  pour  une  valeur  dé- 
terminée, elles  se  coiifondent  sous  une  certaine  inclinaison^ 
la  vitesse  diminuant  encore,  Téquilibre  n'est  plus  possilile 
de  cette  manière,  et  l'anneau  retombe  sur  l'axe.  Ajoulaa» 
que  la  position  écartée  de  l'axe  est  toujours  stable  ci  la 
position  voisine  instable.  Cependant  celle-ci  devient  stable 
lorsqu'elle  est  couchée  sur  l'axe,  pour  des  vitesses  comprises 
au-dessous  de  la  limite. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier,  mais  le  plus  fréquemment 
réalisé,  où  le  ressort  est  sans  tension^  lorsque  l'anneau  s'ap- 
puie sur  Taxe,  l'angle  limite  est  nul;  de  sorte  qne  la  jiosî- 
tien  inférieure  est  toujours  couchée  sur  l'axe,  instable  pour 


(')  Méwoire  sur  le  régulateur  Duvoir,  par  J.-N.  Hatok  vexa  GoupaxrtRE, 
Amaies  dos  VinesyS*  série,  t.  XVTII,  p.  575. 
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les  vitesses  supérieures  a  la  vitesse  limite  et  stable  pour  les 
autres. 

S  H- 
MODÉRATEURS  A  RESSORT. 

292,  Lorsque  le  moteur  s'accélère^  le  changement  de 
vitessç  ne  se  trîinsmct  au  mécanisme  que  par  un  accroisse- 
ment dans  les  efforts  mutuels  des  pièces.  Si  donc  on  inter- 
pose dans  la  transmission  un  ressort,  il  accusera  celte  varia- 
tion par  sa  flexibilité  et  constituera  Télément  essentiel  d'un 
appareil  sensible  aux  variations  de  vitesse. 

T(.*l  est  le  principe  général  des  modérateurs  du  second 
genre,  Il  peut  élre,  du  reste,  employé  sous  des  formes  très- 
différentes, 

293.  Régulateur  Poncelet.  —  L'arbre  moteur  A  fait 
tourner  à  l'aide  de  la  roue  dentée  B  une  autre  roue  C  calée 
sur  un  second  arbre  D  (P/.  Xf^,  fig.  aSg).  Cette  roue  agît 
par  Tintermédiaire  d'une  flasque  élastique  E  et  d'un  ta- 
quet F  sur  une  autre  roue  G  folle  sur  le  même  axe.  Cette 
dernière  engrène  avec  un  long  pignon  H  monté  sur  le  pre- 
mier axe  et  fonctionnant  comme  glissière  sensible. 

Si  le  mouvement  s'accélère,  C  tend  à  gagner  do  Tavance 
sur  G,  le  ressort  fléchît  niomentanément,  et  il  s'établit  un 
écart  relatif  entre  ces  deux  roues  et  par  suite  entre  B  et  H 
qui  engrènent  avec  elle.  Mais  B  est  calée  et  H  assemblée 
à  vîs  sur  l'arbre  A;  leur  écart  relatif  nécessite  donc  une 
translation  delà  glissière  dans  un  certain  sens.  Un  ralen- 
tissement de  la  machine  produira  le  mouvement  opposé,  et 
par  conséquent  le  manchon  H  est  sensible  aux  variations 
de  la  marche. 

294-.  Régulateur  Larii^ière.  —  Dans  ce  régulateur,  le 
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ressort  est  un  matelas  d'air.  On  l'atilise  de  la  manière  sui- 
vante (P/.  X/^,  yî^.  240). 

Le  mouvement  de  la  machine  fait  marcher  une  petite 
pompe  pneumatique  qui  extrait  l'air  d'un  cylindre  A  par 
un  tube  6.  Cet  air  rentre  incessamment  par  le  sifflet  G. 
Cependant  on  comprend  que  cette  rentrée  s'opère  d'une 
manière  à  peu  près  uniforme  qui  ne  se  modifie  p«is  instan- 
tanément suivant  les  variations  de  la  marche,  tandis  que 
Tépuisement  fonctionne  exactement  comme  la  machine. 
Pour  ces  causes,  la  pression  intérieure  tend  à  diminuer 
pendant  les  accélérations  et  h  se  rétablir  aux  ralentisse- 
ments. Or,  le  cylindre,  foncé  d*un  côté,  n'est  fermé  de  Tautre 
que  par  un  piston  D  en  contact  avec  l'atmosphère.  Celui-ci 
s'élèvera  donc  ou  s'abaissera  suivant  les  changements  de 
pression  ou  de  marche,  et  il  suffit  de  le  mettre  en  connexion 
avec  la  distribution. 

Un  tiroir  E  est  employé  à  fermer  plus  ou  moins  le  sifflet 
de  rentrée  C  et  a  rendre  ainsi  le  régulateur  plus  ou  moins 
sensible. 

Régulateur  MoUnié .  —  Il  ne  diflèredu  précédent  qu'en 
ce  que  la  pompe  agit  en  refoulant  de  l'air  dans  le  cylindre. 
Il  fonctionne  ainsi  d'une  manière  identique  en  principe, 
mais  en  sens  inverse. 


295.  Régulateur  hydraulique.  —  Je  rattacherai  encore 
à  ce  genre  de  régulateurs  un  dernier  exemple,  bien  qu'il  ne 
renferme  aucun  ressort,  mais  parce  que  son  principe  est  à 
peu  près  identique  à  celui  des  deux  précédents  [PL  XF^ 

fig*  241). 

La  machine  manoeuvre  la  tige  A  d'une  pompe  B  immer- 
gée  dans  une  bâche  C.  Elle  en  élève  l'eau  pai*  un  tuyau  D 
dans  un  réservoir  supérieur  E  ;  cette  eau  retombe  par  son 
poids  dans  la  bâche  inférieure  â  travers  un  ajutage  F; 
l'écoulement  s'opère  comme  tout  à  Theure  d'une  manière 
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à  peu  près  uui£orizie«  tandis  qoe  lasceiisiôii  se  ressent 
directement  des  changements  de  marche^  Le  niveau  de  la 
bâche  supérieure  tend  par  suite  à  monter  pendant  les  accé- 
lérations et  à  baisser  aux  ralentissexnents.  Si  .donc  on  y 
place  un  flotteur  G,  sa  tige  H  agira  d*une  manière  variable 
sur  le  balancier  Kqu'il  suffira  de  mettre  ea connexion  avec 
la  distribution. 

Un  robinet  F,  remplaçant  le  sifflet  des  régulateurs  «  air, 
réglemente  récoulement  et  sert  ainsi  à  rendre  Pappareil 
plus  ou  moins  sensible. 
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CHAPITRE  XIX. 

INDICATEURS  aNÉMATIQUES. 


SI- 
COMPTEURS. 

296.  Nous  comprenons  sous  la  déuoœiualioa  d'indicur 
teurs  des  appareils  qui  ne  sont  nécessaires  à  la  inarcbe 
d'aucune  machine  en  particulier^  mais  qui  permettent  de 
déduire  de  l'observa  lion  la  mesure  de  certains  coefficients» 
ou  la  dé  ter  tni  nation  de  certaines  lois  utiles  pour  l'art  du 
mécanicien  (XXVI). 

Les  quantités  qui  intéressent  la  Mécanique  sont  Tespaca 
linéaire  ou  angulaire^  le  temps,  la  force,  la  ma^se.  J'écarte 
la  description  des  appareils  qui  servent  à  une  mesure 
rigoureuse  des  longueurs,  des  angles  ou  du  temps,  et  doji,t 
la  vraie  place  se  trouve  dans  un  Traité  de  Physique  ou 
d'Astronomie.  Je  ne  m'attacherai  qu'aux  appareils  d'obser- 
vation de  la  Mécanique  appliquée. 

Nous  en  distinguerons  plusieurs  catégories,  d'après  le 
but  qu'ils  sont  destinés  à  remplir. 

PremicbiS   catégorie.  ''—  Vitesses.  —  Compteurs, 
Deijxième  catégorie.  —  Lois  de  mouvement.  —  Enre- 
gistreurs 
Troisième  catégchiie.  —  TravaiL    —  Dynamomètres. 
QuÀTRUSME  cATÉGORiis. —  Pressioas^  —  Manomètres. 
CuiQudEiKB  C4TÉGOEIE. —  Mosses — *  Balances. 
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Compteurs.  —  Nous  appelons  compteurs  les  appareils 
qui  servent  à  la  mesure  des  vitesses.  IS^ous  distinguerons 
parmi  eux  trois  genres,  d'après  les  circonstances  de  leur 
emploi. 

Premier   get^re.  —  FUtesses  de  rotation. 
Second    gekrb.   ^—  Fitesses  de  projectiles. 
Troisième  genre. —  Vitesses  de Jluides . 

297.  Vitesses  de  rotation.  —  Compteurs  décimaux*  — 
On  les  emploie  pour  mesurer  la  vitesse  angulaire  uni- 
forme d'un  arbre  tournant,  ou  le  nombre  de  tours  effectués 
dans  un  temps  connu.  Ils  se  composent  d'une  petite  boite  en 
cuivre  qui  porte  sur  sa  face  antérieure  des  cadrans  gradués 
de  I  à  lo.  Ceux-ci  sont  parcourus  par  des  aiguilles  montées 
sur  des  arbres  tournants  dont  le  premier  est  mis  en  commu- 
nication directe  avec  la  rotation  proposée.  Désignons-les  en 
allant  de  droite^  gauche  par  A,B,  C,....  On  monte  sur  cha- 
cun d'eux  des  taquets  a,  i,  c,...  qui  engrènent  une  fois  par 
tour  avec  des  roues  |3,  y,.^..  de  dix  dents  montées  également 
sur  ces  arbres.  Dix  tours  de  A  feront  donc  faire  un  tour  à  B, 
cent  de  A  en  donneront  dix  de  B,  c'est-à-dire  un  de  C,  et 
ainsi  de  suite.  Les  cadrans  A, B,  C,...?  marqueront  par  con- 
séquent les  unités,  dizaines,  centaines,...  du  nombre  de 
tours,  qu'on  lira  avec  un  peu  d'habitude  en  allant  de  gauche 
à  droite  comme  on  énonce  un  nombre  écrit  en  chiffres. 

M.  Saladin  a  remplacé  les  roues  d'une  seule  dent  par  des 
vis  sans  fin,  ou  par  des  plateaux  à  spirale  (53,  note).  Ces 
appareils  jouissent  en  effet  comme  le  taquet  tournant  de 
cette  propriété,  qu'un  tour  entier  de  l'une  des  pièces  ne  fait 
passer  qu'une  dent  de  l'autre. 

298.  (xyromètre  de  Fabre.  - —  M,  Fabre  a  utilisé  pour 
le  même  objet  un  phénomène  physique  connu  sous  le  nom 
de  magnétisme  en  mouvement.  Si   un  disque  de  cuivre 
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tourne  sou$  une  aiguille  aimantée,  il  la  dévie  de  plus  en 
plus  à  mesure  que  la  vitesse  augmente,  et  il  finit  même  par 
imprimer  à  l*aiguille  une  rotation  continue.  Sans  atteindre 
ce  point,  on  pourra  juger  par  Técart  de  FaiguHle  du  degré 
de  rapidiié  du  plateau  que  Ton  aura  mis  en  communication 
directe  avec  la  rotation  proposée.  Il  suffira  de  graduer  cet 
appareil  par  comparaison,  en  se  servant  de  vitesses  de  ro- 
tations connues, 

299.  Vitesses  de  projectiles.  —  Tambour  de  Mattei. 
—  Pour  déterminer  la  vitesse  d'un  projectile,  on  peut  em- 
ployer un  tambour  dont  leis  deux  fonds  sont  en  papier  et 
portent  un  système  de  rayons  équidistants  qui  se  corres- 
pondent dans  les  mêmes  plans  méridiens.  Si  le  tambour  est 
immobile,  la  balle  traversera  sur  deux  rayons  homologues. 
Mais  si  on  Tanime  d'une  rotation  rapide  et  connue,  ce  qui 
est  facile  avec  des  répétitions  d'engrenages  ]  pendant  le 
temps  que  la  balle  mettra  h  parcoitrir  l'intervalle  des  fonds 
le  tambour  tournera  d'un  certain  angle  qui  sera  fourni  par 
les  rayons  des  deux  trous  de  balle.  La  mesure  de  cet  angle 
fera  connaître  le  temps,  et  celle  de  la  longueur  des  cylin- 
dres la  vitesse  de  projection. 

300.  Pendule  balistique*  —  On  emploie  aussi  pour  le 
même  objet  le  pendule  balistique  [PL  XF,  Jig,  24^)-  H 
consiste  en  un  mortier  rempli  de  matières  pénétrables  et 
suspendu  de  manière  à  pouvoir  osciller  autour  d'un  axe. 
On  y  lance  le  projectile  à  bout  portant  et  on  juge  de  la  vi- 
tesse par  l'écart  qu'il  imprime  au  pendule.  Cet  angle  se 
mesure  au  moyen  d'un' arc  gradué  dont  le  centre  se  trouve 
sur  l'axe  de  suspension.  Un  curseur  le  parcourt  à  frotte- 
ment un  peu  dur  sour  l'impulsion  d'une  pointe  fixée  au 
pendule  et  reste  dans  la  position  extrême  ou  il  a  été  amené* 

La  théorie  de  cet  appareil  exige  des  développements  qui 
ne  pourraient  trouver  place  ici,  et  que  l'on  trouve  dans 
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les  Traités  de  Mécanique  rationneHe.  Je  mé  bornerai  à  en 
rappeler  les  résulta ts* 

La  formale  qcà  relie  la  vitesse  v  k  l'éeart  a  eM  de  lu 
forme 

<'  =  Csin  —  j 

.    2  ■ 

G  désignant  une  constante  qui  dépend  des  éléments  du  pen- 
dule et  aussi  du  poids  p  du  projectile  sous  la  forme 

P 

Il  est  de  plus  essentiel  dlévi.ter  le  coutxe*coup  sur  Taice 
de  suspeusîou  pour  lui  conserver  une  cerXaine  djélicatesse. 
La  condition  à  remplir  pour  cela  est  fort  simple.  Uakg  dix 
mortier  doit  être  dans  la  position  d'équiliiMre  horizontal  e€ 
situé  à  une  distance  du  point  de  suspension  égale  à  la  lon- 
gueur du  pendule  simple  qui  oscillerait  dans  le  mêma 
temps  que  l'appareil. 

301 .  Pendule  électro-balistique.  —  L'emploi  de  Télec- 
tricité  pour  mesurer  les  intervalles  de  temps  extrêmement 
courts  remonte  à  1840  et  à  M.  Wheatstone.  En  1843, 
MM.  Constantin  et  Bréguet  construisirent  un  chronoscope 
fondé  sur  ce  principe,  et  M.  Pouillet  s'en  servit  pour  «ne* 
surer  la  durée  dt;  .trajet  d'une  balle  dans  un  fusil  de  nxu- 
ni  tien.  M.  le  capitaine  Ravez  «et  M.  Saemieiis  ont  encoiv 
donné  des  appareils  de  ce  genre.  Enfin  M.  le  commandant 
Martin  de  Brettes  a  résumé  et  perfectionné  ces  divers 
moyens  >dans  son  pendule  électro-balistique. 

Le  pendule  se  jEueut  devant  un  papier  fixé  su*r  une  pla- 
que ^e  fcuivre.  Il  porte  un  petit  style  qui  se  meni  aasez 
près  du  papier  pour  que  l'étincelle  puisse  jaillir  coure  la 
plaque  et  lui,  en  perçauit  le  papier  à  l'inatant  voulu.  Hl  porte 
en  outre  <un  fer  douK  qui  sert  è  le  maintenir  .au  repos  dans 
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QDe  position  horizontale  par  son  attraction  ponr  ira  électro- 
aimant.  Ce  dernier  reçoit  le  courant,  et  par  suite  la  tertu 
magnétique,  de  fils  qui  comprennent  dans  leur  circuit  Te 
canon  de  fîisil,  de  numîèrc  k  fermer  ce  circuit  quand  le 
dûen  est  bandé,  et  à  le  rouvrir  à  Tiustant  de  sa  chute.  Lors 
doBC  que  Ton  presse  la  détente,  Tattraction  cesse  et  le  pen- 
dule commence  son  mouTement.  Voyons  ce  qui  arriye  dans 
la^uitede  re:zpérience. 

Sur  le  trajet  de  la  balle  on  a  ménagé  deux  cibles  à  20  et 
3o  mètres,  par  exemple,  de  la  bouche  à  feu.  Elles  sont  for- 
mées de  cadres  suspendus  par  deux  ficelles,  et  garnis  d^un 
fil  métallique  continu  qui  s'étend  d'un  bout  à  Fautre  en 
forme  de  grille,  trop  resserrée  pour  que  la  balle  puisse  passer 
sans  briser  au  moins  un  des  barreaux.  Or,  ces  fils,  qui  font 
partie  Fun  et  Tautre  du  circuit  d'appareils  d'induction  de 
KuhmkorfTi  communiquent,  Tun  avec  la  plaque  de  cuivre 
pone-papler,  l'autre  avec  le  pendule.  Le  passage  de  la  balle 
en  brisant  le  premier  interrompt  le  courant  inducteur,  le 
courant  induit  se  manifeste,  Fétincelle  jaillit  et  perce  le 
papier.  Le  même  phénomène  a  lieu,  en  sens  inverse,  au 
passage  à  la  seconde  cible,  et  le  papier  se  trouve  troué  de 
nouveau. 

On  retrouve  ainsi  après  coup  la  trace  des  positions  du 
pendule  aux  passages  à  travers  la  cible.  La  formule  de  son 
mouvement  permettant  d'évaluer  la  durée  qui  les  sépare, 
on  connaîtra  le  temps  employé  pour  franchir  l'intervalle 
des  cibles,  et  par  suite  la  vitesse  du  projectile. 

Ëd  conserrant  le  principe  de  la  mesure  du  tempe  par  Tin- 
tervaUe  desdenx  traces  d'étincelles,  MM.  Martin  de  Brettes 
et  Hardy  ont  récemmmt  modifié  la  dispoûtion  de  Tappa- 
reil.  Dans  ce  nouveau  ckronogruphe^  Tétincelle  jaillît  entre 
la  placpe  porte-papier  et  une  aiguille  tournante  dont  la 
rotation  est  régularisée  par  un  pendule  conique.  On  arrrve 
par  là,  en  se  servant  du  vemier  pour  améliorer  les  iec-^ 
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turcs,  k  une  appréciation  satisfaisante  de  f^  de  seconde. 
M.  F.-P.  Leroux  a  été  conduit,  pour  des  recherches  qui 
n^ont  pas  encore  été  publiées,  à  l'emploi  d'un  moyen  ana- 
logue. Le  mouvement  auquel  il  rapporte  l'observation,  au 
lieu  d'être  celui  du  pendule,  est  simplement  le  mouvement 
vertical  des  ç;orps "pesants.  On  emploie  un  mobile  très- 
lourd,  pour  atténuer  les  effets  de  la  résistance  de  Tair. 
L'étincelle  çclate  entre  ce  corps  et  une  plaque  porte-papier 
en  deux  points  différents,  et  les  formules  connues  dé  ce 
mouvement  permettent,  après  coup,  de  déterminer  l'inter- 
valle qui  a  dû  s'écouler  entre  ces  deux  positions, 

302.  Vitesses  de  fluides.  —  Les  appareils  de  ce  genre 
peuvent  servir  dans  deux  buts  différents  :  pour  connaître  la 
vitesse  d'un  courant  liquide,  ou  pour  trouver  celle  d'un 
navire  qui  sç  déplace  dans  une  eau  stagnante. 

][^Pour  les  graduer  on  les  installe  à  rextrémîté  d'une 
longue  pièce  qui  tourne  au-dessus  de  la  surface  d'une  eau 
stagnante  avec  des  vitesses  connues,  et  on  inscrit  cette 
vitesse  à  la  place  de  la  lecture  faite. 

303.  Tiïbe  dePitot.  —  Pour  apprécier  la  vitesse  d*un 
courant,  on  y  plonge  un  tube  vertical  recourbé  horizonta- 
lement à  la  partie  inférieure,  qui  se  termine  par  un  enton- 
noir {PL  XF^Jlg*  a43).  Si  on  le  met  à  contre-courant, 
le  liquide  qui  tend  à  s'y  engouflrer  élèvera  le  niveau  dans 
le  tube  d'une  certaine  quantité  d'après  laquelle  on  jugera 
de  la  vitesse. 

Sympiézomètre  de  Darcy.  — >  Si  on  place  le  tube  de 
Pitot  d'une  manière  inverse,  c'est-à-dire  dans  le  sens  du 
courant,  il  s'établit  une  sorte  de  succion  qui  d^rime  au 
contraire  le  niveau  de  l'eau  dans  le  tube,  d'une  quantité  à 
la  vérité  plus  faible  que  la  précédente  et  difficile  à  appré- 
cier exactement,  parce  qu'elle  $c  trouve  en  contre-bas  de 
la  surface  du  courant. 


micàTEvms  curiMATiQUBS.  3 17 

M.  Baumgarteii  a  réani  les  deux  effets  dans  au  sjmpié^ 
zomètre différentiel,  d'après  M.  Darcy  (P/.  XV,Jig.  a44)« 
Les  labes  dirccst  et  inverse  de  Pitot  sont  mis  en  commu- 
nication rnn  avec  Tantre  à  leur  partie  supérieure.  De  plus, 
une  tubnlore  permet  de  raréfier  Tair  avec  la  boucbe  dans 
cette  r^^ion,  de  manière  à  élever  les  deux  niveaux  d'une 
même  quantité  au-dessus  de  celui  de  la  rivière.  On  obtient 
par  là  un  double  avantage  :  en  premier  lieu,  on  facilite  les 
lectures,  et  en  outre  on  augmente  la  quantité  qu^il  s*agit 
d'apprécier  et  qui  est  devenue  la  somme  des  deux  précé- 
dentes, a  savoir,  la  différence  des  niveaux  dans  les  deux 
tabès. 

304.  Pendule  hydraulique,  —  On  peut  se  servir  encore 
d'une  boule  plus  lourde  que  l'eau  et  suspendue  à  Textré- 
mité  d'un  fil.  En  la  plongeant  dans  le  courant,  on  verra  le 
fil  s'écarter  de  la  verticale  d'une  quantité  variable  avec  la 
vitesse,  et  capable  par  conséquent  d'en  fournir  la  mesure 
par  ime  graduation  préalable.  Nous  reviendrons  plus  tard 
(428)  sur  la  théorie  de  cet  appareil. 

3(fê.  Moulinet  de  Woltmann.  — L'organe  essentiel  est, 
sur  une  échelle  réduite,  celui  des  moulins  à  vent,  c'est-à- 
dire  une  roue  qui  porte  des  palettes  biaises  dont  l'obliquité 
se  succède  toujours  dans  le  même  sens.  L'axe  étant  disposé 
dans  la  direction  du  courant,  les  efforts  se  décomposent  en 
forces  parallèles  à  Taxe  qui  restent  sans  effet  (car  le  mou- 
linet est  amarré  à  un  point  fixe),  et  d'autres  perpendicu- 
laires qui  font  tourner  la  rone;  la  rapidité  de  cette  rotation 
permet  de  juger  de  celle  du  courant. 

Deux  accessoires  sont  encore  nécessaires  pour  le  jeu  de 
l'appareil  :  un  compteur  décimal  pour  enregbtrer  le  nom- 
bre de  tours  (297),  et  un  embrayage  que  Ton  manœuvrera 
avec  une  ficelle,  attendu  que  l'appareil  est  immeigé.  Il  est 
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nécessaire  en  effet  de,  ne  commencer  à  évaluer  le  nombre 
de  tours  que  loi*sque  la  vitesse  de  régime  est  bien  établie. 
uinémomètra  Combef,  —  Un  apps^r^  analogiie,  con- 
struit, d'après  les  indications  de  M.  Combes,  «d  ivoire  -et 
avec  une  grande  légèreté,  sei:t  a  apprécier  la  vitesse  des  coo- 
ranta  d'air  dans  Tintérieiir  des  travaux  de  mines. 

306.  Lochomètrè.  —  L'organe  essentiel  du  lochomètre 
est  l'hélice,  que  l'on  peut  considérer, comme  dérivant  du 
moulinet  de  Wolimann^  en  ce  que  Içs  diverses  àiDd>es  se 
disposent  à  la  suite  Tune  de  l'autre,  au  lieu  d'être  implan* 
tées  sur  le  môme  point  de  l'arbre.  Cette  hélice  est  empri- 
sonnée dans  un  tube  en  U  renversé,  dont  les  deux  branches 
verticales  se  recourbent  dans  le  même  plan  et  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'antre.  Ce  tube,  ouvert  aux  deux  extrémités, 
e»t  placé  dans  le  plan  vertical  de  symétrie  d'un  navire. 
L*eaTt  le  traverse  dans  le  mouvement  relatif  qu'elle  possède 
par  rapport  à  la  cocpie  en  mouvement.  La  rapidité  variable 
de  cette  vitesse  de  passa^  se  communîqoe  à  l'hélice,  et  de 
celle-ci  h  un  compteur  qui  note  avec  une  précision  satis- 
faisante le  chemin  parcouru. 


S  II. 

ENREGISTREURS. 

307.  Les  enregistreurs  sont  des  appareils  manœuvres 
par  l'organe  lui-même  dont  il  s'agit,  d'apprécier  la  loi  de 
mouvement.  Ils  fournissent  le  tracé  d'une  courbe  dont 
l'examen  renseigné  après  coup  sur  les  circonstances  du 
mouvement. 

Dans  un  premier  genre,  la  courbe  est  tracée  matérielle- 
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ment  et  subsiste  après  Vexpérience.  Dans  un  antre,  elle  ne 
consiiiue  qu'une  apparence  lumineuse. 

Premier  genre. —  Enregistreurs  à  courbe. 
Second  genre.  —  Em^egistreurs  optiques. 

308.  EivREGtsTREUKs  A  COURBE.  —  L^  courbc  cst  iraoéc, 
soit  paF  un  crayon  sur  une  bande  de  papier,  soil  par  une 
pointe  sèche  sur  un  disque  enduit  de  noir  de  fumée. 

Ces  appareils  servent  particulièrement  pour  des  mouve- 
ments d'une  rapidité  telle,  qu'ils  échappent  à  l'observation 
directe,  comme  la  chute  d'un  chien  àe  fusil,  l'élévation  de 
la  soupape  du  bélier  hydraulique,  etc.  Il  est,  d'après  cela, 
nécessaire  d^apportcr  une  grande  précision  dans  Tappré- 
eiation  du  temps,  et  on  éprouve  à  cet  égard  une  grande 
aiflSculté,  attendu  que  les  appareils  d'horlogerie  que  Ton 
emploie  pour  produire  de  prétendus  mouvements  uni- 
forums  ne  fournissent  au  fond  que  des  mouvements  pério- 
diques (251  ).  A  la  vérité,  la  période  est  très-courte,  maîs'Ia 
durée  du  mouvement  proposé  lui  étant  comparable,  l'ap- 
pareil ne  peut  dans  ces  conditions  servir  d'une  manière 
satisfaisante  à  la  mesure  du  temps. 

On  lève  cette  difficulté  par  l'emploi  du  diapason.  En 
même  temps  que  la  pointe  ti*açanle  marque  la  courbe  prin- 
^palesur  la  bande  de  papier  qui  se  dérobe  d^un  mouvement 
*  P«u  près  unife>rme,  une  seconde  pointe,  fixée  au  diapason 
qae  Ton  a  mis  en  vibration  sonore,  marquera  une  courbe 
accessoire  de  forme  sinueuse.  Comme  on  sait  que  les  Jretiis 
ïïiouvements  des  corps  élastiques  sont  isochrones,  il  en  faut 
conclure  que  des  intervalles  de  temps  égaux  se  sont  écoulés 
entre  les  instants    auxquels  ont  été   marqués  les  points 
'nnxmia  et  minima.  On  obtient  ainsi  pour  la  cou,rbe  princi- 
pale une  série  d'ordonnées  (ou  de  rayons  vecteurs,  suivant 
le  mode  de  trace)  qui  correspondent  à  coup  sur  à  des  inter- 
valles de  lemp»  égaux,  bien  que  tes  apparences  en  ATertis- 
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sent  ordinairement  asse;^  mal  sur  la  figuré.  Oa  construira 
alors,  pour  plus  de  clarté,  une  nouvelle  épure  en  reportant 
à  des  intervalles  égaux  ces  ordonnées  ou  ces  rayons  vec- 
teurs. On  tracera  ainsi,  après  coup  et  par  points,  la 
courbe  qui  eût  été  obtenue  directement,  si  l'on  avait  pu 
disposer  d'un  mouvement  rigoureusement  uniforme. 

Pour  donner  une  idée  du  degré  de  précision  que  ce  pro- 
cédé permet  d^atteindre,  supposons  qu'on  se  serve  du  dia- 
pason normal  qui  exécute  896  vibrations  par  seconde  à 
i5  degrés  centigrades  ;  la  durée  d'une  vibration  sera  ^  de 
seconde  \  comme,  du  reste,  on  çst  ëûr  de  ne  pe^s  se  tromper 
d'une  demi-division,  Terreur  possible  est  de  77^  dé  seconde. 
On  remarquera,  de  plus,  que  rien  n^eropêche  de  se  servir 
d'un  diapason  plus  aigu,  pour  pousser  plus  loin  l'approxi- 
mation. 

309.  On  a  employé  mi  appareil  analogue  pour  compter 
les  vibrations  des  bouches  à  feu.  On  leur  adapte  pour  cela 
un  style  qui  trace  sur  le  cylindre  une  couAe  sinueuse. 
Pour  éviter  la  superposition  de  ces  courbes  après  un  tour 
complet,  on  peut  attribuer  au  cylindre,  au  lîpu  d'une  rota- 
tion, un  mouvement  hélicoïdal  qui  met  niieux  en  évidence 
les  difTérentes  spires  de  la'  courbe. 

On  peut  encore  se  servir  de  ce  procédé  pour  comparer 
les  nombres  de  vibrations  des  intervalles  musicaiix  en  fai-^ 
sant  tracer  des  courbes  à  plusieurs  diapasons  sur  une  même 
plaque,  dont  le  mouvement  peut  alors  être  à  peu  près 
quelconque. 

Le  même  principe  a  été  encore  appliqué  pour  l'étude 
des  mouvements  du  coeur,  à  Taide  d'un  instrument  nommé 
sphygmographey  inventé  par  Vierordt  et  perfectionné  par 
MM.  Buisson  et  Marey.  Les  battements  sont  transmis  par 
des  tubes  pleins  d'air  à  une  menibr^^ne  très-élastique,  et  de 
là  à  une  répétition  de  leviers  dçstinés  à  en  amplifier  l'ex- 
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cursioD.  Une  ou  plusieurs  pointes  traçantes  sont  manœu- 
vrées  par  ces  leviers  devant  un  cylindre  tournant,  sur  lequel 
ils  tracent  la  courbe  représentative. 

310.  Appareil  de  M.  le  général  Monn.  —  Cet  appa- 
reil a  été  inuiginé  pour  la  vérification  des  lois  de  la  pesan- 
teur. La  formule  des  hauteurs  étant 


et  les  abscisses  se  succédant  d^un  mouvement  uniforme, 
leur  relation 

"  -  y  ^' 

montre  qu€  la  courbe  tracée  par  une  pointe  pesante  dans 
sa  chute  sera  une  parabole. 

Pour  faciliter  l'application  du  principe,  au  lieu  de  faire 
avancer  la  bande  de  papier  par  une  translation  horizontale, 
on  Tenroule  sur  un  cylindre  qui  tourne  sur  son  axe,  et  on 
laisse  tomber  la  pointe  le  long  d'une  génératrice.  C'est 
après  le  déroulement  que  la  courbe  prend  la  forme  d'une 
parabole  plane. 

3H .  uippareU  {VEytelwein.  —  Cet  appareil  a  été  ima- 
giné pour  apprécier  la  loi  de  mouvement  de  la  soupape  du 
bélier  hydraulique,  qui  se  soulève  avec  une  extrême  rapi- 
dité et  des  alternatives  de  repos  aux  deux  extrémités  de  la 
courbe. 

Pour  cela  on  fait  porter  à  la  tige  la  pointe  traçante  et  on 
dispose  en  regard  un  rouleau  A  qui  sert  seulement  de  point 
d'appui  à  la  bande  de  papier  (Pl.XF^fig.  245)9  celle-ci 
est  entraînée  du  rouleau  B  par  le  rouleau  C  manœuvré  par 
le  mouvement  d'horlogerie  D. 

ai 


# 


? 
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On  remarquera  rinlerposîtîon  de  la  fusée  «onîque  E 
qu'il  convient  d'ititroduire  dans  tons  les  appareils  à  bandas. 
En  effet,  si  on  admet  Tuniformité  de  la  rotation  de  D,  ou  de 
la  traction  de  la  corde,  c'est-à-dire  celle  de  la  vitesse  «]»gu- 
laire  de  C,  on  n'obtiendra  pas  pour  cela  une  translation 
régulière  de  la  bande,  car  elle  est  le  produit  de  cette  vi- 
tesse angulaire  constante  par  la  distance  à  Taxe,  qui  se  com- 
pose du  rayon  de  C  plus  la  somme  des  épaisseurs  enroulées 
à  chaque  tour.  On  évite  cet  inconvénient  en  employant  le 
tronede  cône  E  dont  le  petit  et  le  grand  rayon  sont  égauK  à. 
ceux  de  C  avant  et  après  l'enroulement  de  n  épaisseurs.  On 
trace  une  spirale  de  n  tours  sur  ce  cône  et  on  y  engage  la 
corde.  On  voit  que  dans  ces  conditions  elle  agira  constam- 
ment à  la  même  distance  de  l'axe  que  le  papier,  et  comme 
son  mouvement  est  uniforme,  il  en  sera  de  même  de  celui  de 
la  bande,  la  vitesse  angulaire  de  C  allant  sans  cesse  en  di- 
minuant. 

312.  Disque  tonrnêLntde  M.  le  général  Morin.  —Cet 
appareil  a  été  employé  potir  la  vérification  des  lois  dn 
frottement  et  pour  l'étude  du  mouvement  d'un  chien  Ae 
fusil. 

On  adapte*  un  plateau  à  l'arbre  dont  on  veut  détcrr- 
miner  la  loi  de  rotation  [PL  XV^  fig.  246).  Un  mouve- 
ment d'horlogerie  fait  tourner  suivant  le  petit  cercle  NN' 
Une  pointe  traçante  dans  l'espace  absolu.  Si  donc  le  plateau 
reste  immobile,  le  style  y  marquera  ce  cercle;  mais  si  le 
plateau  marche,  il  tracera  une  certaine  courbe  MM'.  On 
peut  d'après  celle  ligne  retrouver  les  angles  dont  l'arbre 
a  tourné  pour  des  intervalles  de  temps  donnés,  de  manière 
à  en  déduire  la  loi  du  mouvement. 

En  effet,  lorsque  le  style  a  marqué  le  point  M,  il  était  à 
la  distance  MO  du  centre  du  plateau,  et  comme  ce  centre 
est  fixe,  il  se  trouvait  dans  l'espace  sur  le  cercle  MN.  Maïs 
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en  réalité  ce  style  décrit  le  peiit  cercle  NN'.  Il  occupait 
donc  à  Tinstanlen  que^tioa  la  position  N.  U  était  de  mètae 
en  W  lorsqu'il  a  marqué  le  point  M',  et  par  conséquent, 
pe^idant  qu'il  s*esi  déplacé  de  NN',  c'est-à-dire  pendant  le 
temps  marqué  par  cette  rotation  uniforme,  le  plateau  a 
touTBé  de  Tangle  MOM\ 

313.  Tachomètre»  —  Comme  disposition,  le  tacTiomè- 
tre  ne  diiRre  pas  du  régulateur  de  Flaud  (290)  (PL  XF^j 
fig,  237)5  mais  ses  fonctions  sont  très-différentes.  On  s'en 
sert  dans  le  contrôle  des  chemins  de  fer  pour  constater  qu'à 
auéun  instant  la  vitesse  du  train  n'a  dépassé  la  limite  régie* 
men  taire. 

A  cet  effet,  l'extrémilé  des  ressorts  porte  une  pointe  tra- 
çante qui  se  rapproche  d'autant  plus  du  centre  du  plateau 
que  les  boules  s'écartent  davantage,  c^ est-à-dire  que  la 
vitesse  de  l'arbre  ou  celle  du  train  vont  elles-mêmes  en 
croissant.  Le  plateau  tournant  uniformément  au-dessous, 
la  courbe  ainsi  tracée  indique  par  la  variation  de  son  rayon 
vecteur  celle  de  la  vitesse.  Le  contrôle  se  réduit  alors  h 
vérifier  qu'elle  ne  pénètre  pas  au  dedans  d'un  certain  cercle. 

3t4.   EwRECfISTREtJKS    OPTIQUES.    DanS    CCS  HOUVCaTITt 

appareils  la  courbe  n'existe  plus  matérîellement.  EHe 
n'est  que  la  trajectoire  d'un  point  lumineux  "animé  d'un 
mouvement  rapide,  et  son  apparence  tient  à  la  persîslanoe 
de  l'impression  des  objets  lumineux  sur  la  rétine. 

Kaléidophone  de  Wheatstone.  —  On  peut  rattacher  à 
ce  principe  le  kaléidophone ^  constitué  simplement  d'une 
petite  sphère  étamée  qui  présente,  dans  toutes  ses  j)osilions, 
un  point  brillant  et  qu'on  installe  à  l'extrémité  d'une  tige 
élastique  pour  en  étudier  les  vibrations.  La  section  de  celle 
tige  est  rectangulaire.  Il  s'*ènsuit  que  des  déviations  impri- 
mées séparément  dans  les  plans  de  symétrie  produiront 

21. 
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des  vibrations  dans  ces  mêmes  plans.  Tout  autre  mode  de 
déviation  participera  plus  ou  moins  de  l'un  ou  Fautre,  et 
déterminera  une  vibration  curviligne  qui  sera  la  résultante 
des  deux  premières  et  que  la  courbe  brillante  mettra  en 
évidence. 

Miroirs  vibrants  de  M.  Lissajoux, — Dans  une  étude  très- 
complète  dont  nous  ne  pouvons  indiquer  ici  que  le  prin- 
cipe, M.  Lissajoux  a  employé  deux  diapasons  qui  portent 
des  miroirs  sur  Tune  de  leurs  branches'.  Si  un  point  lumi- 
neux se  reflète  dans  un  de  ces  miroirs,  il  produira  une 
image  qui^  dans  le  repos/sera  un  point,  et  qui  se  déplacera 
en  ligne  droite  lorsque  le  diapason  vibrera  dans  son  propre 
plan.  Si  cette  image  se  reflète  dans  le  miroir  du  second  dia- 
pason, et  que  celui-ci  soit  au  repos,  il  n'y  aura  rien  de 
changé^  s'il  vibre  dans  le  même  plan  que  le  premier, 
rimage  éprouvera  un  déplacement  rectiligne  qui  sera  la 
somme  ou  la  différence  des  deux  ;  enfin,  si  le  second  diapa- 
son est  placé  dans  un  plan  rectangulaire,  l'image  partici- 
pera des  deux  déplacements  composants  et  prendra  un  mou* 
vement  curviligne. 

La  nature  de  la  courbe  dépendra  de  la  tonalité  relative 
ou  du  rapport  des  nombres  simultanés  de  vibrations  et 
aussi  de  la  phase  de  cette  vibration,  c'est-à-dire  de  la  coïn- 
cidence ou  du  degré  de  non-concordance  des  extrémités  de 
chaque  excursion. 

M.  Lissajou:^  a  imaginé  également  un  appareil  ingénieux 
qui  trace  les  courbes  résultant  des  vibrations  distinctes  en 
abscisse  et  en  ordonnée  pour  toutes  les  combinaisons  de 
tonalité  et  de  phase.  On  se  le  représentera  en- imaginant 
deux  axes  reliés  par  des  engrenages  mobiles  que  l'on  peut 
remplacer  à  volonté  par  d'autres  présentant  un  rapport 
différent  de  vitesses,  et  par  suite  de  nombres  de  vibrations 
par  seconde  dans  la  transmission  qu'ils  produisent.  Ces 
arbres  portent  en  outre  des  excentriques  circulaires  dont  les 
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cadres  se  meuvent  dans  des  sens  qui  sont  pour  l'un  horizontal 
et  pour  l'autre  yertical,  et  avec  des  lois  de  mouvement  que 
noos  savons  être  sinusoïdales  (72)  comme  celles  des  corps 
élastiques,  sonores  ou  lumineux  qui  forment  Tobjet  de  cette 
étade.  Enfin  le  calage  des  excentriques  est  variable,  ce  qui 
permet  de  modifier  la  phase  relative  des  deux  vibrations. 
Les  deux  cadres  portent  des  rainures  rectilignes  perpen- 
diculaires à  leur  mouvement;  la  pointe  traçante  engagée 
dans  ces  rainures  participe  forcément  aux  deux  translations 
et  prend  le  mouvement  résultant. 
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CHAPITRE  XL 

iNDICATEaRS  DYNAMIQUES. 


§1. 

DYNAMOMÈTRES. 

315,  Les  djnamomètres  sont  des  appareils  destinés  à  la 
mesure  du  iravail.  Ce  terme  a  été  détourné  par  là  de  sa 
véritable  signification.  Il  désignait  dans  le  principe  des 
appareils  à  ressort  dont  il  sera  question  plus  tard  (328)  et 
qui  servent  à  apprécier  l'intensité  des  forces.  Aujourd'hui 
le  mot  est  presque  exclusivement  réservé  pour  la  mesure 
du  travail. 

Nous  distinguerons  dans  cette  catégorie  deux  genres^ 
très-différents  : 

Premier  genre. —  Dynamomètres  à  ressort. 
Second  genre.  —  Dynamomètres  à  frottement.  . 

.  316.  Dynamomètres  A  ressort. —  Généralités. — Les 
dynamomètres  de  ce  genre  présentent  trois  parties  priûci- 
pales  :  un  organe  sensible  aux  variations  de  la  force,  un  or- 
gane qui  participe  aux  variations  du  déplacement,  et  en 
outre  quelques  pièces  accessoires  dont  je  parlerai  plus  loin. 
Orgajie  sensible  aux  variations  de  la  force.  —  Cet 
organe  est  un  ressort,  et  on  se  fonde  sur  ce  principe  que  les 
petites  déformations  des  corps  élastiques  sont  proportion- 
nelles aux  efforts  qui  les  produisent  (466). 
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Ce  ressort  peut  être  du  reste  ^ne  hélice  à  boudin,  comine 
dans  l'indicateur  de  Walt  (320),  use  simple  flasque  d'ëpaisr 
seur  décroissante,  coname  dans  la  manivelle  dynamomé- 
trique  (319)  -,  un  ressort  tel  que  ceux  des  voitures,  commç 
dans  le  dynamomètre  de  traction  (319).  La  forme  de  ces 
derniers  est  très-rationnelle.  C'est  celle  des  solides  d'égale 
résistance (chap.  XXVIII)  déterminée  pour  offrir  dans  taules 
ses  parties  la  même  fatigue.  Par  là  on  augmente  la  sensi-» 
biliié  du  ressort  en  le  dégageant  de  tout  ce  qui  nVst  pas 
nécessaire  à  sa  solidité  j  il  serait  inutile  en  effet  de  le  ren- 
forcer sur  un  point  plus  que  sur  un  autre,  attendu  que  ce 
serait  toujours  au  point  le  plus  faible  qu'aurait  lieu  la  rup 
lure. 


317.  Organe  sensible  aux  ^variations  du  déplacement, 
—  Un  premier  mode  consiste  dans  l'emploi  d'un  appareil 
à  bande  qui  se  déroule  proportionnellement  à  l'espace  par- 
couru. L'abscisse  représente  l'espace,  et  l'ordonnée  ou  le 
déplacement  du  style  qui  est  porté  sur  le  ressort,  la  force  ; 
le  travail  sera  donc  l'aire  de  la  courbe.  On  l'obtiendra  par 
les  formules  de  quadratures  approchées  de  Simpson^  du 
général  foncelet,  etc.,  ou  plus  simplement  encore  en  dé* 
coupant  le  papier  et  le  pesant.  On  monte  ordinairemenl 
sur  la  partie  fixe  un  second  style  qui  théoriquement  de-» 
vrail  tracer  l'axe  des  abscisses,  et  qui  en  réalité  fournit 
une  ligne  un  peu  irrégulière,  en  raison  des  mouvements  de 
trépidation.  C'est  alors  l'aire  <^omprise  entre  les  deux 
courbes  qu'il  convient  de  mesurer. 

Un  second  mode  consiste  dans  l'emploi  d'un  galet  tota- 
liseur (10).  Nous  avons  vu  que  dans  cet  oi^ane  le  nombre 
de  tours  de  la  roulette  est  en  raison  composée  de  la  rota- 
lion  du  plateau  ou  du  déplacement,  et  de  Técartement  du 
centre  sous  l'influence  du  ressort,  c'est-à-dire  de  la  force. 
Ce  nombre  sera  donc  proportionnel  au  travail. 
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L'eDfiploi  du  galet  totaliseur  est  assez  peu  pratique,  at- 
tendu que  la  possibilité  du  glissement  ôte  toute  valeur  à  ses 
indications.  M.  Laboulaye  a  proposé  de  lui  substituer  l'or- 
gane essentiel  de  Farithmaurel  (148),  qui  sert,  comme 
nous  Tavons  vu,  à  effectuer  une  multiplication^  et  qui  four- 
nirait d'après  cela  le  produit  de  là  force  par  l'espace. 

Quel  que  soit  le  mode  employé,  une  expérience  directe 
est  toujours  nécessaire  pour  pouvoir  interpréter  le  résultat 
numérique  et  pour  convertir  en  kilogrammètres  le  nombre 
de  mètres  carrés  ou  le  nombre  de  tours  fournis  par  l'appa^ 
reil.  A  cet  effet  on  tendra  le  ressort  d'une  manière  con- 
stante par  un  poids  connu.  On  décrira  un  chemin  mesuré 
d'avance,  et  on  en  déduira  facilement  le  travail  déve- 
loppé. La  lecture  obtenue  sur  l'appareil- fera  alors  con- 
naître le  rapport  de  conversion  de  ses  indications  en  kilo- 
grammètre». 

318.  Organes  de  connexion.  —  On  emploie  pour  la 
connexion  du  dynamomètre  et  de  la  machine  deux  modes 
différents.  On  peut  d'abord  l'intercaler  entre  la  force  mo-, 
trice  et  la  machine  :  c'est  le  cas  des  dynamomètres  de  trac- 
tion ou  de  rotation  (319).  Il  doit  être  alors  construit  soli- 
dement pour  résister  à  cet  effort,  et  sera  par  suite  d'autant 
moins  sensible.  On  peut  au  contraire  l'installer  à  part, 
comme  dans  l'indicateur  de  Watt  ou  de  Clair  (320).  On 
lui  donne  alors  plus  de  légèreté  et  de  sensibilité. 

Au  point  de  vue  de  l'espace,  la  connexion  doit  nécessaire- 
ment s'effectuer  à  l'aide  d'organes  de  -transmission  uni- 
forme, c'est-à-dire  de  rapport  de  vitesse  constant.  Nous 
en  avons  rencontré  un  grand  nombre.  Les  plus  employés 
pour  cet  usage  sont  les  engrenages  et  les  coi^rroîes  sans  fin. 
Je  rappellerai  que  pour  les  appareils  à  ban(|[ej  l'interposi- 
tion d'une  fusée  régulatrice  est  nécessaire  (âll). 

Il  est  enfin  indispensable  d'établir  pour  la  connexion  de 
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l'espace  un  embrayage,  afin  de  n'étaUir  eette  relation  et 
de  ne  commencer  les  mesures  qne  lorsque  Tétat  de  régime 
est  définitivement  établi,  en  écartant  les  irrégularités  de  la 
mise  en  marche. 

319.  Exemples.  —  Dy-namomètre  de  traction,  —  Cet 
appareil,  dû  à  M.  legénéral  Poncelet,  sert  pour  les  charrues 
et  les  fouirons  d'artillerie  (  PI.  XVI,  fig.  ^47).  Le  ressort 
est  analogue  à  celui  des  voitures,  et  transmet  au  véhicule 
la  traction  du  moteur.  L'appareil  est  a  bande,  la  connexion 
par  courroie.  L'embrayage  est  un  manchon  (932). 

ManweUe  dynamométrique.  —  Ce  système,  dû  à  M.  le 
général  Morin,  est  employé  pour  apprécier  le  travail  de 
lliomme  à  la  manivelle  (P/.  XVI,  fig.  248).  Le  ressort 
est  une  flasque  prise  dans  un  cadre  qui  figure  celui  de  la 
manivelle  et  serait  fou  sur  l'arbre  sans  la  présence  de  la 
flasque  qui  transmet  Tefiort.  L'appareil  est  à  bande,  porté 
sur  le  bras  de  la  manivelle  même.  La  connexion  est  un  en- 
grenage épicycloîdal,  l'embrayage  un  manchon. 

Dynamomètre  de  rotation.  —  On  l'emploie  pour  les 
grandes  machines  de  rotation  (P/.  XV I,  fig*  249)  •  Le  res- 
sort est  un  arc  spiral  pris  dans  la  jante  d'une  poulie  et 
transmettant  la  force  9  l'appareil  est  à  bande  ou  à  totali- 
seur, la  connexion  est  un  engrenage  épicycloîdal;  l'em* 
brayage  s'efiiectue  par  le  passage  de  la  courroie  mobile 
d'uqe  poulie  ordinaire  sur  la  poulie  dynamométrique  (237  ) . 

320.  Indicateur  de  Watt.  —  H  est  destiné  aux  nut- 
chines  à  Tapeur  (P/.  XVI,  fig.  a5o).  On  l'installe  à  part 
sur  une  tubultire  ménagée  tout  exprès  dans  le  fond  du  corps 
de  pompe.  Un  simple  robinet  sert  alors  d'embrayage.  Le 
ressort  est  à  boudin  pris  dans  un  cylindre  métallique  *,  il  bute 
sur  le  fond  et  porte  un  petit  piston  qui  reçoit  la  pression  de 
la  vapeur.  L'appareil  est  à  bande  et  ordinairement  réduit  à 
un  seul  tour  de  papier  qu'on  enroule  autour  d'un  cylindre 
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oscillant.  Celui-cii  est  tiré  dans  un  seuâparune  cordelette 
attachée  aubalaneier;  un  ressort  intérieur  le  ramène  quand 
le  balancier  redescend.  Les  deux  arcs  de  la  courbe  corres- 
pondant à  la  pression  motrice  dans  la  première  demi-course, 
et  à  la  contre-pression  du  condenseur  dans  la  seconde,  se 
trouvent  ainsi  disposés  l'un  au-*dessous  de  F  autre.  Le  travail 
eflbctif,  différence  des  deux,  sera  donc  représenté  par  Taire 
intérieure  de  la  courbe  fermée.  Pour  se  mettre  à  l'abri 
d'une  erreur  accidentelle,  on  laisse  faire  un  asse;&  grand 
nombre  de  courses  dont  les  traits  se  superposent,  et  on  dé- 
coupe une  ligne  moyenne. 

Indicateur  de  Clair.  —  Cet  appareil  ne  diffère  du  pré» 
cèdent  qu'en  ce  que  le  mouvement  de  la  .bande  est  rendu 
progressif  comme  à  Tordinaire  au  lieu  d'être  alternatif*  Par 
là  on  évite  la  confusion  qui  résulte  de  la  auperpofiition  des 
tracés.  Pour  y  arriver,  on  dispose  sur  Taxe  oscillant  des  sait 
lies  qui  figurent  ce  qui  resterait  d'une  vis  triangulaire,  si  on 
la  coupait  par  une  vis  de  sens  contraire  montée  sur  le  même 
noyau  \  puis  on  fait  engrener  cette  pièce  avec  deux  por- 
tions de  tore  filetées  comme  les  écrous  de  chacune  de  ces 
vis  (PA  XFIyJlg.  a5i).  Chaque  oscillation  de  l'axe  im- 
prime à  ces  roues  deux  rotations  contraires  et  qui  changent 
chacune  de  sens  en  même  temps  que  Taxe.  Ces  roues  agis- 
sent sur  l'axe  de  l'appareil  à  bandes  par  l'intermédiaire  de 
deux  encliquetages  Dobo,  disposés  en  même  sens  {380). 
Par  là  elles  n'agissent  sur  cet  axe  que  dans  un  même  sens, 
et  de  plus  il  y  en  a  toujours  une  et  une  seule  qui  transmet 
le  mouvement. 

32i .  Dynamomètre  de  frottement.  — Frein  de  Pronj. 
—  L'emploi  de  cet  appareil  nécessite  la  suppression  mo- 
mentanée de  la  résistance  utile  à  laquelle  est  appliquée  la 
machine.  On  y  supplée  en  entourant  l'arbre  d'un  manchon 
muni  d'une  tige  que  l'on  saisit  entre  deux  obstacles  fixes 
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de  manière  à  l'empêcher  de  tourner  avec  l'arbre  (PI,  XP^Ij. 
fg,  252).  On  serre  les  clefs  jusqu'à  ce  quelon  ait  réduit  la 
marche  à  son  état  de  régime  ordinaire;  puis  on  détache  la 
lige  de  l'appui  contre  lequel  ellcbute^  en  plaçant  des  poids 
marqués  dans  un  plateau  de  balance  suspendu  à  son  extré- 
mité. De  cette  manière  lefréîn  se  trouve  en  équilibre  sous  l'in- 
fluence de  ces  poids  et  de  Taction  qu'il  reçoit  de  la  machine. 
La  force  en  chevaux  s'obtient  en  divisant  par  j5  le  nom- 
bre de  kilogramme  très  qui  est  développé  en  une  seconde. 
Comme  le  mouvement  est  de  rotation,  ce  travail  sera  le  pro- 
duit du  déplacement  angulaire  -7 —  (si  n  est  le  nombre  de 

tours  par  minute)  par  la  somme  des  moments  pris  par 
rapport  à  Taxe,  étendue  à  toutes  les  forces  qui  sont  déve- 
loppées par  Parbre^urle  manchon.  Comme  du  reste  l'équi- 
libre du  manchon,  qui  ne  peut  que  tourner  autour  de  l'axe, 
exige  que  la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  qui  le 
sollicitenl  soît  i^ulle,  nous  pourrons  remplacer  la  somme 
précédente  par  le  moment  des  poids  titrés  en  y  comprenant 
le  levier  lui-même.  Nous  le  leprésenterons  par  (P  +  II)  p, 
en  désignant  par  p  la  longueur  du  levier  horizontal  depuis 
le  point  d'attache  du  plateau  de  balance  jusqu'à  l'aplomb  de 
l'axe  de  l'arbre,  par  P  les  poids  marqués  et  par  II  le  poids 
du  levier  appliqué,  non  à  son  centre  de  gravité^  mais  à 
l'extrémité^  C'est-à-dire  réduit  dans  le  rapport  des  bras  de 
levier.  On.  mesurera  directement  II  dans  une  expérience 
préliminaire  faîte  une  fois  pour  toutes.  Pour  cela,  laissant 
le  manchon  libre  de  loujrner  autour  de  l'axe,  on  suspendra 
son  extrémité  à  une  corde  passant  sur  une  poulie  et  sup- 
portant un  plateau  de  balance  au  moyen  duquel  on  Téqui- 
Mbrera  par  Je  poids  II. 
Okii>i)tieiK}ra  ainsi  Feirpression  de  la  £Drce  en  chevaux^ 
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c'est-à-dîre 

o,ooi38./?./2(P  +  n}, 

danè  laquelle  p  elU  sont  deux  constantes  particulières  au 
frein,  w  et  P  les  résultats  de  chaque  expérience. 


SU- 
MANOMÈTRES. 

322.  Les  manomètres  sont  des  appareils  destinés  à  la 
mesure  de  la  pression  des  fluides.  Lorsque  ce  fluide  est 
l'atmosphère  terrestre,  Tinstrument  est  a,]^pç\é  baromètre 
et  sa  théorie  appartient  à  la  Physique.  Je  ne  m'attacherai 
ici  qu'aux  pressions  de  masses  fluides  emprisonnées. 

Nous  distinguerons  trois  genres  de  manomètres  d'après 
le  principe  de  leur  construction  : 

Premier  gewre.  —  Manomètres  hydrostatiques. 
Deuxième  genre.  — '  Manomètres  à  contre-^poids. 
Troisième  genre. — ^  Manomètres  élastiques. 

323.  Manomètres  hydrostatiques.  —  Le  principe  de 
ces  appareils  consiste  à  mettre  en  rapport,  par  le  contact 
immédia-t  ou  au  moyen  d'un  matelas  d'air,  le  fluide  proposé 
avec  un  liquide  pesant,  dont  la  face  libre  esf  baignée  par 
Tatuotosphère.  L'équilibre  de  cette  colonne  liquide  est 
exprimé  par  l'équation 

pz=ip^  +  mh. 

Dans  cette  formule,  p  désigne  la  pression  qui  s'exerce 
dans  un  plan  horizontal  situé  à  la  hauteur  h  au-dessous  du 
niveau  libre  pour  lequel  on  a  la  pression  atmosphérique  p^  \ 
xs  désigne  en  outre  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide. 
On  pourra  donc,  connaissant  vs  et  observant  h  sur  le  mano- 
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mètre,  en  déduire  la  pression  p.  Il  faudra  encore  pourcel^ 
déterminer  avec  le  baromètre  la  pression  atmosphérique  ^o. 
Mais  le  plus  souvent  on  la  suppose  constante  et  représentée 
par  0*^,76  de  mercure,  ce  qui  équivaut  à  io3a8  kilo- 
grammes par  mètre  carré.  Souvent  aussi  on  n^a  besoin  de 
connaitre  que  la  pression  eflective  ou  la  différence  de  l'in- 
térieur à  l'extérieur 

/?— />#  =  wA. 

Si  la  pression  intérieure  devient  moindre  que  celle  de 
Fatmosphère,  A  est  négatif  et  le  liquide  s'abaisse  dans  la 
branche  extérieure  au-dessous  de  son  niveau  dans  la  bran- 
che intérieure. 

324.  Manomètre  à  air  libre.  —  Il  se  compose  d'un  tube 
recourbé  renfermant  un  liquide  qui  est  ordinairement  le 
mercure,  et  parfois,  pour  de  moindres  pressions,  Teau  ou 
l'acide  sulfurique. 

Manomètre  Richard.  —  Pour  les  grandes  pressions,  la 
colonne  de  mercure  devrait  atteindre  une  hauteur  considé- 
rable. On  préfère  alors  fractionner  l'action  en  imaginant 
une  série  de  tubes  recourbés  qui  forment  une  ligne  si  nueuse, 
et  qui  renferment  des  matelas  d'eau  pour  transmettre  la 
pression  de  l'un  à  l'autre  des  niveaux  de  mercure.  En 
négligeant  Tinfluence  très-faîble  de  ces  colonnes  d'eau,  la 
hauteur  du  manomètre  simple  équivalent  est  la  somme  des 
dénivellations  partielles  dans  les  branches  contiguës.  Si  l'on 
s'arrange  pour  que  le  mercure  soit  de  niveau  dans  toutes 
les  branches  à  la  fois,  la  dénivellation  totale  devient  le  pro- 
duit d'une  hauteur  par  le  nombre  de  branches,  produit 
qui  peut  être  efïectué  d'avance  dans  la  graduation. 

Manomètre  Galy-Cazalaf.  —  On  réduit  la  hauteur  de 
la  colonne  mercurielle  en  la  faisant  agir  sur  la  grande  base 
et  recevant  la  pression  inconnue  sur  la  petite  base  d'un 
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piUoH  diffèrenJtîel.  On  désigna  dous.oe  aom  le  système  d'im 
gros  «cd^un  petit  piston  qui  jouent  dans  de9  cylindres  de 
même  ^xe  et  sont  rénuis  par  un.e  tige  soltdie.  Les  hauteurs 
représentatives  sont  alors  réduites  dans  le  rapport  inverse 
des  sections,  ou  des  carrés  des  rayons  { ^  )  • 

325.  —  Mawomètres  a  contre-poids.  —  Le  principe 
consiste  à  équilibrer  la  pression  par  un  contre-poids  dont 
la  variation  indique  celle  de  la  pression  elle-même.  Ces 
appareils,  ainsi  que  ceujc  du  troisième  genre,  se  graduent 
ordinairement  par  comparai  son  avec  un  manomètre  hydro- 
statique, sans  qu'il  y  ait  besoin  pour  cela  de  recourir  k  une 
théorie  qu'il  serait  du  reste  bien  facile  de  formuler.. 

Manomètre  Desbordes,  —  Dans  son  premier  modèle, 
anjourdliuî  à  peu  près  inusité,  M.  Desbordes  recevait  la 
pression  sur  un  piston  dont  la  tige  agissait  par  Fiiitermé- 
diaîre  d'une  fourchette  sur  un  levier  coudé  muni  d'un 
contre-poids.  Celui-ci  se  trouvait  plus  ou  moins  écarté  de 
la  verticale  dv  centre  de  rotation,  de  manière  à  compenser 
paj*  1â  variation  de  son  bras  de  levier  celle  de  la  pression. 
Ce  système  revient  au  fond  à  l'application  du  peson  (331) 
à  la  mesure  des  pressions  fluides. 

Manomètre  Rivais. —  Cei  appareilest  fondé  sur  le  prin- 
cipe d'Archimède,  d'après  lequel  un  corps  éprouve,  de  la 
part  du  liquide  dans  lequel  on  le  plonge,  une  poussée  égale 
au  poids  du  liquide  déplacé  et  qui  varie  par  suite  avec  le 
degré  de  l'immersion. 

Le  fluide  intérieur  agit  par  l'intermédiaire  d'uu  piston 
,«ur  un  levier  dont  l'autre  extrémité  est  employée  à  maia- 


(')  C'est,  du  reste,  identiquement  le  principe  de  la  presse  hydraulique, 
avec  cette  différence  que»  dans  cette  machine,  les  pistons  sont  relié«  par  le 
fluide,  au  lieu  de  l'être  par  une  tige  rigide,  et  que  des  forces  extérieures 
quelconques,  au  lieu  de  pressions  fluides,  lear  sont  app|>Uqué«8  direéte- 
méat. 


.'t'A  >  '!! 


tenir  dans  un  bidn  de  mercure  iin  flotteur  en  iei\  11  s'éia- 
Uit  ecitre  les  deux  forces  un  antagonisme  qui  règl*^  le  de^é 
de  l'immersion^  Ce  dernier  permettra  par  conséquent  de 
mesuf'ar  la  pressioci. 

.  ^  ■  ^' 

Manomètre  Gùoud,  —  Le  principe  est  encore  celui 
d'Archimède,  mais  rinventeur  s'est  proposé  d'obtenir  une 
grande  précision  en  évitant  les  frottements  et  en  suppri- 
mant pour  cela  tout  point  d'appuL  Le  flotteur  est  une 
cloche  renversée  sous  laqitelle  on  admet  le  grj^^  (Ir  sorte 
que  la  variation  de  la  pression  fera  sortir  <m  rentrer  cette 
cloche  dont  la  kauteur  permettra  de  mesurer  ta  pression^ 

Pour  analyser  cek  effet,  supposons  pour  plus  de  simpli- 
cité que  la  section  de  la  partie  pleine  de  la  cloche  soit  égale 
à  eclle  du  vide.  Une  variation  de  pression  intérieure  aura 
un  doublé  effet*  En  premier  lieu  elle  fera  émerger  la  cloche 
d'une  quantité  telle,  qt^e  le  poids  de  ce  volume  d'eau  soit 
égal  à  l'excédant  de  pression  supporté  par  le  fond  de  la 
cloche.  En  second  lieu,  elle  modifiera  la  dénivellation  du 
liquide,  d'une  hauteur  qui  mesure  cet  accroissemeitt  de 
*  pression.  Le  produit  de  cette  hauteur  par  la  section  du  vide 
imérieur  ou  du  fond  de  la  cloche  mesure  done  d  une  pari 
le  volume  de  liquide  expulsé,  et  d'autre  part  le  volume  qui 
représente  l'effart  additionnel  supporté  par  le  fond,  c'est- 
à-dire,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  volume  de  pa- 
rois qui  vient  d'émerger  du  niveau  extérieur.  Ces  deux 
espaces  étant  égaux,  il  s^ensuit  que  le  liquid*^  expulsé  se 
logera  exactement  dans  la  place  laissée  libre  par  la  cloche, 
et  que  le  niveau  extérieur  restera  cortstant. 

Le  même  effet  «e  produira  si  les  sections  ne  sont  plus 
égales,  mais  conservent  un  rapport  constant.  Le  mouve- 
ment ascensionnel  de  la  cloche  sera  seulement  amplifié 
dans  ce  même  raj^ort,  mais  le  niveau  extérieur  restera 
encore  invariable.  .  , 


kV. 
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Tout  se  réduit  donc,  pour  obtenir  la  prëcision  des  mer 
sures,  à  réaliser  la  constance  de  ce  niveau,  si  des  causes 
quelconques  viennent  à  Taltérer.  Dans  ce  but,  M*  Giroud 
établit  la  communication  du  bassin  principal  avec  un  réscfr- 
voir  secondaire  quî  reçoit  le  gaz  à  sa  partie  supérieure,  et 
dans  lequel  on  introduit  verticalement  un  certain  nombre 
d'aiguilles,  de  manière  à  ramener  le  niveau  principal  au 
zéro.  Dans  ces  conditions,  M.  Giroud  annonce  une  approxi- 
mation de  Yi  àe  millimètre. 

326.  Maxîomètaes  élastiques*  «—  Le  principe  de  ces 
appareils  consiste  k  faire  subir  Timpression  du  fluide  par 
un  corps  déformable  qui  accusera,  par  l'importance  de  son 
altération,  celle  de  la  pression.  Ordinairement  cette  défor- 
mation influence  directement  une  tige,  et  un  renvoi  quel- 
conque la  transmet  à  une  aiguille  indicatrice* 

Manomètre  à  air  comprimé.  —  Le  corps  déformable 
est  un  matelas  d'air  confiné  par  un  index  de  mercure  et 
dont  le  volume  changera  avec  la  pression.  Cette  varia- 
tion est  à  peu  près  celle  de  la  loi  de  Mariotte,  mais  on  n'a 
nul  besoin  de  l'invoquer  et  on  graduera  l'instrument, 
ainsi  que  les  suivants,  par  comparaison. 

Manomètre  Meyer.  —  Le  corps  déformable  est  un  res- 
sort à  boudin  disposé  à  peu  près  comme  dans  l'indicateur 
de  Watt  (320). 

Manomètres  Desbordes,  Char  ton,  '  Dedieu,  .Clair, 
Johnson  y  Schœferet^  PJitzenreiter.  — Le  corps  déformable 
est  une  plaque  d'acier  longitudinale  ou  circulaire,  simple 
ou  double,  qui  fait  flèche  sous  la  pression. 

Manomètres  Bourdon,  Schnitz.  •—  Le  corps  défor- 
mable employé  par  M.  Bourdon  est  un  tube  spiral  dont  une 
extrémité  est  fixe  et  sert  à  l'admission  de  la  vapeur  5  Tautre 
est  fermée  pour  retenir  le  fluide  {PI.  XFI,Jîg.  253) .  Elle 
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est  mobile  et  elle  agit  sur  une  aiguille  indicatrice.  La  sec- 
tion du  tube  est  une  ellipse  très-aplaiie.  La  vapeur  tend  à 
occuper  Te  plus  grand  espace  ou  à  rapprocher  ce  profil  de 
la  forme  circulaire.  De  là  des  déformations  qui  modifient 
nécessairement  \sL  courbure  longitudinale  et  déplacent  l'ex- 
trëmité. 

Le  dispositif  de  M.  Schnitz  ne  diffère  du  précédent 
qu^enceque  le  tube,  au  lieu  d'une  spire,  en  présente  un  cer« 
tain  nombre. 

Manomètre  Bossuet.  —  Le  corps  déforraable  est  un 
ressort  d'acier,  en  forme  de  V,  qui  sert  de  carcasse  à  une 
sorte  de  soufflet  dont  la  membrane  est  en  cuivre.  La  va- 
peur le  gonfle  et  fait  varier  l'ouverture  du  ressort. 


S  M. 

BALANCES. 

327.  \jes  balances  servent  directement  à  la  mesure  des 
poids  et  indirectement  à  la  mesure  des  forces  quelconques, 
lorsqu'on  les  ramène  à  s'exercer  dans  le  sens  vertical.  On 
les  applique  encore  à  la  mesure  des  masses  d'après  la  for- 
mule 

Oq  peut  les  répartir  en  deux  genres,  suivant  qu'elles 
emploient  la  déformation  d'un  corps  élastique,  ou  qu'elles 
procèdent  par  comparaison  avec  des  corps  types  qu'on 
appelle  poids  titrés. 

Paemibr  GEKRE. —  Dynamomètres  (de  force). 
Second  GENRE. —£a/a/2ce5  (proprement  dites). 

Je  dois  avertir  de  suite  que  ces  dernières  ont  sur  les  ap- 
pareils du  premier  genre  un  avantage  assez  important  pour 
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que  tous  les  pc^rfecdoiinements  les  itieat  prises  pour  objet, 
en  laissant  les  autres  au  second  plan.  On  sait  en  effet  que 
le  poids  des  corps  chaiige^  aux  divers  lieux  de  la'^terre;»  le 
noukbre  g  variant  proportionnellement^  puisque  la  masse 
reste  constante.  Or  les  dynamomètres  fournissent  seule- 
ment la  valeur  de  p,  de  sorte  qu'il  faudrait  connaître  en 
chaque  lieu  la  valeur  de  g^  pour  pouvoir  appliquer  la  for- 
mule. Les  balances,  au  contraire^  identifient  la  masse  pro^ 
posée  avec  des  masses  connues.  Leurs  indications,  resteront 
donc  constantes,  tandis  que  celles  des  djiaamomètres  se- 
raient essentiellement  variables,  si  leur  degré  de  précision 
permettait  d'apprécier  ces  petites  différences. 

.328.  lytifkmoMkrKm  {*').'^lJ^naanùmèiredeJlegnier. 
—  C'est  un  crochet  en  forme  de  V,  dont  les  deux  branches 
font  ressort  et  se  rapprochent  sous  Faction  du  poids  que 
l'on  suspend  à  la  branche  supérieure,  en  plaçant  la  branche 
inférieure  horizontalement. 

'  Dynamomètre  de  traction.  -^  C'est  le  système  qui  a 
déjà  été  décrit  sous  le  même  nom  (319),  en  supprimant 
Tappareil  à  bandes  qui  sert  à  mesurer  le  travail  et  le  rem- 
plaçant par  une  aiguille  indicatrice.  '  , 

Manwelle  dynamométrîque,  —  C^est  encore  le  système 
précédent  (319),  dans  lequel  on  remplace  l'appareil  à 
bandes  par  un  petit  arc  gradué,  le  long  duquel  se  déplace 
Textrémité  delà  flasque  élastique. 

Pèse^lettres  à  boudin.  — 11  se  réduit  à  un  tessOrt  ewhé- 
lîce  qui  fléchit  sous  le  poids  de  l'objet  placé  sur  un  plateau 
supérieur. 

C'est  encore  le  dispositif  du  dynamomètre  ordinaire  qui 
sert  à  éprouver  la  force  du  poing. 


(V)  |et>afpflUrftir«TevtiaBen«iitquitétédoMfté«i»d«s«us(dl5)«a  Njet 
du  double  sen»  du  mot  dynamomètre. 


329.  Balances.  --^  Une  balance  est  ud  appareil  à  Iiai8<m 
complète  et  de  forme  quiconque,  qui  présente  deux 
plateaux  pour  installer  le  corps  proposé  et  les  poids  mar- 
qués. Ces  plateaux  doivent  d'ailleurs  se  mouvoir  en  sens 
inverses,  l'un  vers  le  haut,  l'autre  vers  le  bas.  Il  existe 
nécessairement  pour  l'appareil  vide  une  position  d'équi- 
libre. Pour  la  reconnaître  entre  toules^  on  adapte  A 
une  pièce  quelconque  une  aiguille  et  on  marque  zéro  au 
point  d'équilibre  sur  un  arc  gradué  placé  en  regard.  Si  T 
désigne  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  solli- 
citent l'appareil  dan^^le  mouvement  élémentaire  qu'il  peut 
prendre  à  partir  de  cette  position,  on  aura  pour  l'éqaiMbre 

T  =  o, 

d'après  le  théorème  du  travail  virtuel* 

Cela  posé,  on  installe  le  corps  P  dans  l'un  des  plateaux, 
ce  qui  dérange  nécessairement  l'appareil,  et  on  place  dans 
l'autre  des  poids  titrés  F  jusqu'à  ce  que  l'o»  ait  ramené  l'aî- 
gniUe  au  zéro.  Si  p  et  p'  sont  les  vitesses  virtuelles  des  cen^ 
très  de  gravité  de  P  et  P  projetées  sur  la  verticale,  la  somme 
de  tous  les  travaux  qui  sollicitent  le  nouveau  système 
devra  encore  être  nulle  pour  son  équilibre, 

T-HP/>  — P'/?'=o, 

d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  T  est  le  même, 

P  =  P'.^'/ 
P 


F  s'obtient  par  une  lecture^  ^  est  un  rapport  géométrique 

que  fournit  l'étude  cinématique  de  Tappareil,  et  la  formule 
permet  alors  d'évaluer  P. 

Comme  il  est  inutile,  pour  permettre  la  variation  de  P, 
de  disposer  à  la  fois  des  deux  facteurs,  on  te  contentera, 


/ 
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poUr  pluis  de  «implicite,  d'en  faire  varier  un  seul.  De  là 
deux  genres  debalapces  distincts. 

Premier  genre.  —  Poids  titré  constant. 

Second   gbjnre.  —  Rapport  de  vitesses  constant» 

330.  Poids  titré* constant.  —  Dans  ces  appareils  on  se 
sert  toujours  du  même  poids  de  comparai sotiP,  mais  on 

laisse  varier  le  rapport  des  vitesses—» 

Romaine:  —  Elle  se  réduit  à  un  levier  çoutenn  par  un 
point  intermédiaire  et  portant  à  son  «xtrémité  un  plateau 
de  l)a1ance  ou  un  crochet  de  suspension;  ce  levier  est 
gradué  par  expériehce  sur  sa  longue  branche,  le  long  de 
laquelle  on  fait  courir  le  crochet  qui  suspend  un  poids 
titré  constant. 

On  a  proposé  d'attacher  le  cor|>s  à  une  série  de  ro- 
maines suspendues  Tune  à  Fautre,  au  nombre  de  deux  par 
exemple.  On  obtient  ainsi  deux  lectures  dont  on  prend  la 
moyenne,  ce  qui  contribue  à  diminuer  l'erreur  de  lecture 
en  la  divisant  par  deux.  Pour  siniplifler  Tapplication  du 
procédé,  on  peut  même  employer  des  graduations  fictives, 
celle  de  la  romaine  supérieure  étant  dégagée  une  fois  pour 
toutes  du  poids  de  la  romaine  inférieure,  et  toutes  les  deux 
étant  réduites  à  moitié,  de  sorte  qu'il  suffise  de  faire  la 
somuie  des  lectures  pour  avoir  la  moyenne. 

331.  Peson,  —  La  forme  de  l'appareil  est  indifférente. 
Il  suffit  d'imaginer  qu'il  puisse  tourner  autour  d'un  axe 
horizontal.  Le  poids  constant  est  celui  du  système  lui- 
même.  II  se  trouve  appliqué  au  centre  de  gravité,  qui  varie 
de  position  lorsqu'on  laisse  le  système  prendre  son  équi- 
libre de  lui-même,  après  l'introduction  du  corps  étranger 
dans  le  plateau.  On  juge  alors  du  poids  de  ce  corps  par 
l'écart  de  l'aiguille  indicatrice. 
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332.  Dynamomètre  américain.  ^-*  On  appelle  ainsi  un 
appareil  construit  par  While  et  qui  sert  a  mesurer  Tinten- 
site  de  FeSbri  transmis  entre  deux  pièces  d^ine  machine, 
par  exemple  deux  bouts  d'arbre  placés  en  prolongement. 
On  en  peut  suivre  Texplication  sur  la  ^g.  199  (Pi.  XJI), 
en  imaginant  une  quatrième  roue  que  j'appellerai  C  et  qui 
complète  le  carréyformé  par  les  trois  premières  A,  B,  B'. 

La  roue  A  est  motrice,  C  est  la  roue  menée.  B  et  6' lés 
relient  en  tournant  dans  des  sens  opposés.  Si  donc  leur 
arbre  P  u  est  pas  fixe,  mais  au  contraire  susceptible  de  tour- 
ner autour  de  Q,  il  tendra  de  lui-même  a  basculer.  Pour  le 
maintenir  dans  sa  position  il  faudra  exercer  un  certain 
effort,  variable  avec  l'intensité  de  la  transmission.  On  se 
sert  pour  cela  d'une  tige  graduée  située  en  prolongement 
et  sur  laquelle  on  déplace  à  volonté  un  poids  constant. 

On  voit  en  résumé  que  ce  mécanisme  équivaut  à  une 
romaine  qui  mesure  non  plus  le  poids  d'un  corps  suspendu 
à  son  extrémité,  mais  un  elTort  dynamique  qui  s'y  trouve 
appliqué. 

333.  Rapport  de  vitesses  coitstant.  — Dans  cesappa-» 
reils  le  rapport  des  vitesses  reste  le  même,  mais  les  poids 
titrés  varient  et  on  les  compose  pour  chaque  expérience  k 
l'aide  d'une  boife  à  poids. 

U  est  alors  d'une  nécessité  absolue  que  les  deux  plateaux 
soient  animés  de -mouvements  de  translation.  Sans  cela  il 
deviendrait  nécessaire  de  connaître  le  centre  de  gravité  du 
corps  proposé  et  de  l'installer  dans  la  position  déterminée 
pour  laquelle  le  rapport  des  vitesses  a  la  valeur  voulue.  Au 
contraire,  avec  le  mouvement  de  translation,  tous  lés  poinis 
prennent  la  même  vitesse  (V)  et  par  suite  aussi  le  centre  ie 
gravité,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  sa  position. 

334.  Balance  ordinaire.  —  Elle  se  compose  d^un  fléau 
suspendu  par  son  milieu  et  portant  deux  plateaux  :  ceux-ci, 
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n'étant  suspeadus  que  par  un  point,  se  disposeront  parallè- 
lement a  enx-mémes  dans  toutes  les  positions,  ceqiii  reni- 
plit  la  condition  de  la  translation. 

Les  bras  du  âéau  ayant  la  même  longueur,  le  rapport 

^  est  l'unité  et  les  poids  sont  égaux  (*).. 

335.  Balance  de  BobervaL  —  Le  commerce  emploie  de 
préférence  la  balance  à  plateaux  supérieurs,  qui  supprime 
les  chaînes  de  suspension  et  l'embarras  qu'elles  occasion- 
nent pour  les.  pesées.  On  adapte  pour  cela  deux  plateaux  à 
la  partie  supérieure  des  tiges  du  parallélogramme  de  Ro- 
berval  dont  nous  avons  déjà  constaté  la  translation  {168). 

Les  bras  des  fléaux  sont  ordinairement  égaux.  Il  en  est 
de  même  par  conséquent  des  vitesses  virtuelles  et  des  poids. 

336.  Balance  de  Quintenz.  —  On  l'emploie  pour  le 
pesage  des  objets  plus  considérables,  sous  le  nom  de  bascide 
ou  de  balance  au  dixième  [PL  XVI»  Jig.  a54).  Elle  se 
compose  d'un  fléau  supérieur  AB  qui  tourne  autour  d'un 
axe  O,  et  d'un  fléau  inférieur  CD  monté  de  même  sur 
l'axe  O^.  Ils  sont  reliés  à  l'aide  d'une  tige  verticale  BC  et 
supportent  le  plateau  au  moy^n  de  tiges  parallèles  DF,  AE. 
^out  l'appareil  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  un 
plan  vertical. 

Il  suflira  dès  lors,  pour  la  translation,  d'attribuer  la  même 
vitesse  à  deux  des  points  de  l'intersection  du  plaiean  par  le 
jrlan  de  symétrie,  par  exemple  E  et  F,  ou  encore  A  et  D,  qui 
leur  sont  reliés  par  des  tiges  inextensibles.  Mais  B  et  Csont 
de  même  jreliés  par  une  tige,  et  leurs  vitesses  se  déduisent  de 
t;elles  de  A  et  D  situés  sur  les  mêmes  corps  tournant  en  les 
amplifiant  dans  le  rapport  des  rayon».  Ce  sont  donc  ce^ 


('  )  Je  supprime  ici  tous  les  détails  relatifs  aux  pesées  et  aux  balances  de 
précisioD.  Leur  véritable  place  est  en  effet  dans  les  Traités  de  Physique. 
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rapporu  de  rayons  qni  doivent  être  égaux  : 

OA_O^J) 
OB~"0'C* 

Ainsi  la  condition  de  la  translation  se  réduil  à  ce  que  les 
deux  fléaux  soient  divisés  dans  un  même  rapport^  quel- 
conque do  reste. 

Pour  trouver  le  rapport  de  vitesses,  nous  remarcpieroBs 
que  le  centre  de  gravite  du  corps  placé  sur  le  plateau  pos- 
sède la  même  vitesse  qu*un  point  quelconque  de  ce  plateau, 
par  exeniple  E  ou  À  qui  lui  est  relié.  De  même,  les  poids 
marqués  ont  la  vitesse  du  point  G.  Enfin  A  et  G  se  trouvent 
situés  sur  un  même  corps  tournant,  par  suite  le  rapport 
de  leurs  vitesses  sera  celui  de  leurs  rayons.  Ce  rapport  est 
ordinairement  le  dixième. 

337.  Balance  de  Sanctorius,  —  Cet  appareil  a  été  em- 
ployé pour  le  pesage  des  messageries  sur  les  routes.  La 
Jig,  255  (Pl.XFJ)  représente  le  plan  du  mécanisme  en 
supposant  que  le  plateau  a  été  enlevé.  Celui-ci  repose  par 
quatre  pieds  dans  des  godets  A  qui  sont  portés  eux-mêmes 
par  deux  fléaux  en  forme  de  Y  oscillant  autour  des  char- 
nières O.  Les  sommets  6  de  ces  Y  reposent  sur  une  pièce 
transversale,  et  celle-ci  s'appuie  en  C  sur  un  fléau  longi- 
tudinal qui  tourne  autour  de  la  charnière  CK  et  s  accroche 
par  son  extrémité  D  à  une  tige  verticale  qui  se  projette 
entièrement  sur  ce  point  et  que  je  désignerai  par  DE/.  L'ex- 
trémité supérieure  £/  de  celle-ci  est  fixée  à  un  fléau  supé- 
rieur qui  tourne  autour  de  (^  et  porte  en  E  un  plateau 
de  balance  pour  les  poids  marqués. 

La  symétrie  de  Tappareil  satisfait  évidemment  à  la  con- 
dition de  translation. 

Quant  aux  vitesses,  elles  seront  p  pour  le  plateau,  ou  le 

point  A;  p  —  pour  les  points  B  ouC;  p  ^-  -rp^  pour  D 
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^         OB     O'D      O'^E  ,  .        '17.      1  .1 

OU  IK,  p  —    '  rrr^-  -pr-  pouF  16  point  E  OU  Ics  poids  mar- 
ques. Le  rapport  de  ces  vitesses  est  donc 
OB    Op    0"E 

oa'o'c'o^d'* 

Chacun  des  fléaux  est  ordinairement  divisé  au  dixième; 
les  poids  se  trouvent  par  là  réduits  au  millième. 
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SECONDE  PARTIE. 

ÉTUDE  DYNAMIQUE  DES  MÉCANISMES. 

.,    J, 

CHAPITRE  XXI. 

LOIS  DU  FROTTEMENT.  ,' 


lUt 


SI. 

RÉSISTANCES  PASSIVES. 

3«38.  Les  machines  peuvent  être  considérées  comme  des 
appareils  destinés  à  modifier  de  toutes  les  Diantéres  les 
forces  naturelles  pour  les  appliquer  à  un  but  itiduslriel 
déterminé.  Il  existe  cependant  un  élément  qui  reste  iti va- 
riable dans  cette  transformation,  si  largement  qu'on  en 
puisse  concevoir  les  conditions.  Cet  élément  est  le  travail, 
comme  nous  allons  le  reconnaître. 

Appliquons  à  .la  machine  le  théorème  des  forces  vives 
pendant  un  intervalle  quelconque.  Nous  aurons^  en  dési- 
gnant par  T  le  travail  développé  dans  cet  intervalle,      ' 


2 


-2;iiP?=T. 


Lorsque  le  premier  membre  sera  nul,  on  aura  par  cela 

même 

(')  T=o;  ^^  . 

C'est  ce  qui  arrivera  dans  trois  cas  importants  \ 
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En  premier  lieu,  dans  le  mouvement  uniforme,  et  pour 
un  intervalle  quelconque,  car  la  force  vive  restera  con- 
stante en  même  temps  que  les  vitesses.  Bien  que  ce  cas  soit 
particulier  en  théorie,  il  se  rencontre  fréquemment  dans 
la  pratique,  car  nous  avons  vu  (A)  qu'on  cherche  à  le  réa- 
liser autant  que  possible* 

En  second  lieu,  dans  le  mpuvement  périodique,  et  pour 
un  intervalle  égal  à  la  période,  que  Ton  peut  faire  com- 
mencer du  reste  à  un  instant  quelconque.  Cest  encore  un 
cas  particulier  en  théorie,  mais  il  importe  de  remarquer 
qu'en  réalité  il  comprend,  sauf  de  très-rares  exceptions,  la 
totalité  des  machines  dont  le  mpuvement  n'est  pas  uniforme. 

Enfin,  dans  les  conditions  les  plus  générales,  pour  un 
intervalle  égal  à  la  marche  entière  depuis  le  départ  jusqu'à 
l'arrêt;  caries  deux  forces  vives  initiale  et  finale  sont  alors 
identiquement  nulles. 

339,  Si  nous  désignons  par  M  et  R  la  valeur  absolue 
deâ  travaux  mot£urs  et  résistants,  nous  aurons 

et  l'équation  ^i)  deviendra 

(a)  M=R. 

D'après  cela,  dans  les  trois  circonstances  que  nous  ve- 
nons d'énumérer,  le  travail  mot^r  est  rigoureusement 
^1  au  travail  résistant. 

Dans  les  périodes  d'accélération,  et  notamment  pendant 
les  premiers  instants  qui  succèdent  à  la  mise  en  marche,  le 
travail  moteur  est  supérieur  au  travail  résistant.  En  effet, 
la  force  vive  allant  en  croissant,  T  doit  être  positif. 

Dans  les  périodes  de  ralentissement,  et  notamment  pen- 
dant les  derniers  instants  qui  précèdent  Tarrêt,  lé  travail 
moteur  est  inférieur  au  travail  résistant,  car  la  force  vive 
diminue  et  T  doit  êtr«  négatîif. 
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On  peut  imaginer,  d'après  cela,  qtie  toute  machine  sert 
à  i'emmagasinement  de  trayail  sous  forme  de  force  vive. 
Ed  effet,  s'il  y  a  excès  de  travail  moteur.  Je  travail  résis- 
tant est  vaincu,  la  difl(erence  disparait,  mais  la  force  vive 
augmente  dune  quantité  égale.  S'il  y  a  déficit  de  travail 
moteur,  le  travail  résistant  est  encore  surmonté,  mais  an 
prix  d'une  diminution  de  la  force  .vive  égale  à  la  diffé- 
rence^ On  peut  supposer  en  quelque  sorte  que  le  preinier 
excédant  de  travail  s'est  trouvé  mis  eu  réserve  pour  ve^ 
nir  de  nouveau  renforcer  la  production  continuelle  du 
travail  moteur  lorsqu'elle  n'est  plus  à  la  hauteur  des  i>ésis- 
tances. 

Mais,  en  définitive,  après  toutes  ces  variations  dans 
l'aménagement  du  travail,  le  résultat  est,  comme  nous  l'a- 
vpns  vu,  que  la  machine  a  rendu  rigoureusement  la  tota- 
lité du  travail  qui  lui  avait  été  confié.  De  Iîi  ce  principe 
essentiel  :  une  machine  ne  ci^ée  ni  ne  détruit  de  travail  ^ 
elle  le  transmet  intégralement  et  ne  sert  qu'à  modifier  sa 
distribution  (V). 

340.  Nous  distinguerons  encore  dans  le  travail  résistant 
la  portion  utilisée  pour  vaincre  la  résistance  opposée  par 
la  matière  élaborée,  et  celle  qui  est  perdue  dans  le  jeu  même 
de  la  machine  sous  différentes  formes  que  nous  énumére^ 
rons  tout  à  l'heure.  Soient  U  le  travail  utile  et  P  le  travail 
perdu,  on  aura 

a=u-+-p, 

et,  par  suite  (a), 

(3)  M  =  U-i-P. 


C*)  La  Tionrel^le  théorie  de  la  transformation  réciproque  de  ebalenr  en 
trayail,  et  Montes  ceUes  analogues  qui  pourraient  surgir,  ne  sauraient  contre» 
dire  ce  théorème.  Elles  ne  font  qu'introduire  un  élément  nouveau  auquel 
fl  est  nécessaire  d*aYoir  égard,  sous  peine  d'erreur,  dans  FéTaluation  de^ 
traTaox  développés  dans  l'un  ou  l'autre  sens. 
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On  en  déduit  d'abord 

M>U, 

attendu  qu'il  est  impossible  que  R  puisse  être  annulé  ri- 
goureusement (*)•  Ainsi  donc  une  machine  rend  tonjours 
sous  forme  de  travail  utile  moins  qu'on  ne  lui  transmet  à 
Fétat  de  travail  moteur. 

De  là  Timpossibilité  démontrée  du  mouvement  perpé" 
tuely  c'est-à-dire  d'une  machine  qui  effectuerait  continuel- 
lement du  travail  sans  moteur  permanent,  ou  plus  généra- 
lement qui  fournirait  pins  de  travail  qu'on  ne  lui  en 
applique.  Cette  impossibilité  subsiste  lors  même  que  Ton 
réduit  la  recherche  à  un  but  de  pure  curiosité,  pour  trou- 
ver un  appareil  qui,  après  avoir  été  lancé,  continue  à  mar- 
cher seul  sans  recevoir  de  travail  comme  sans  en  dévelop- 
per. Alors,  à  la  vérité,  U  est  nul,  mais  M  ne  pouvant  pas 
s'abaisser  jusqu'à  lui  conservie  une  valeur  que  Ton  ne  peut 
qu'atténuer  en  soignant  les  dispositifs,  sans  jamais  l'an- 
nuler. 

On  appelle  rendement  d'une  machine  le  rapport  de  la 
portion  utilisée  à  la  totalité  du  travail  moteur. 

Le  rendement  est  donc  toujours  inférieur  à  l'unité.  H  sert 
de  mesure  à  la  qualité  et  à  Tefficaciié  des  machines. 

341.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  c'est  la  quantité? 
ou  le  travail  perdu  dans  le  jeu  des  appareib  qui  forme 


(')  Si  l'on  Teut,  pour  pouvoir  Topposer  aux  recherches  de  mouvement 
perpétuel,  une  démonstration  d'une  vérité  ausHi  évidente,  on  remarquera 
que  toute  machine  «era  nécessairement  pesante,  par  suite  qu'il  faudra  la 
supporter  sur  des  points  fixes.  Dès  lors  il  y  aura  au  moins  dans  cet  endroit 
un  mouvement  relatif  de  parties  en  contact,  qui  est  toujours  aceompagné 
de  résistances  passives,  comme  nous  le  verrons  plus  loin  (343). 
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l'obstacle  capiital  delà  Mécanique  appliquée,  impossible  à 
sapprimér  et  que  tous  les  efforts  doivent  fendre  à  dimi- 
nuer. Trois  causes  distinctes  concourent  à  former  P. 

En  premier  lieu,  les  vibrations  des  machinés.  Les  pièces 
sont  en  effet  des  corps  appelés  solides,  maisen  réalité  plus  ou 
moins  élastiques.  Us  prennent  donc,  outre  le  mouvement 
général  que  nous  étudions  dans  la  théorie  des  transmis- 
sions, de  petits  mouvements  d'oscillation  dans  les  environs 
de  leur  forme  normale.  La  force  vive  totale  se  compose 
alors  de  deux  parties,  à  savoir  :  la  force  vive  apparente  et 
celle  qui  est  relative  à  ces  petits  mouvements.  Ccttédernière 
ne  constitue  pas  par  elle-même  du  travail  perdu,, c'est  seu- 
lement du  travail  emmagasiné  sous  cette  forme  un  peu  dif- 
férente de  la  première  et  que  Ton  retrouverait  intégrale- 
ment en  laissant  arrêter  l'appareil  s'il  était  isolé  dans  Pes- 
pace.  Mais,  dans  l'application,  ces  petits  mouvements  se 
transmettent  aux  supports,  de  là  aux  objets  enviionbants, 
dans  le  sol  et  dans  l'atmosphère  où  il  devient  impossible  de 
les  suivre  (^).  La  force  vive,  ainsi  déplacée,  exécute  certai- 
tain«menl  des>  travaux,  mais  sur  des  objets  étrangers  à  la 
machine,  d*où  résulte  une  perte  nette  pour  l'objet  indus- 
triel que  l'on  se  propose.  Le  seul  moyen  que  Ton  puisse 
employer  pour  la  diminuer  est  d'amortir  les  fondations 
par  l'emploi  de  matériaux  peu  élastiques,  et  aussi  de 
rompre  les  séries  régulières  au  lieu  de  les  favoriser  dans 
l'établissement  du  mécanisme;  car  ces  mouvements  émi- 
nemment périodiques  sont  favorisés  par  toutes  les  combi- 
naisons qui  facilitent  le  retour  d'un  même  état  de  choses. 


343.  En  second  lieu,  les  chocs  et  généralement  tons  les 


(')  On  peut  citer  comme  preuve  à  Tappui  la  trépidation  très-sensible  du 
sol  et  des  constructions  près  d'une  machine  puissante,  ainsi  que  le  son 
intense  que  déreloppe  le  monvement  des  Tolants. 
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changeiaenu  brusques  de  yitesse.  Ces  phéoGmènes  adnt 
en  effet  toujours  accoinpagQés  d'une. perte  de  forée  ^v^ 
c'est-à-dire  d'une  diminution  ^ui,  bien  entendU)  a  été 
convertie  en  travail^  mais  en  irayail  perdu  dans  des  dé- 
formations moléculaires.  Et  non-seulement  ce  travail  eH 
perdu  quant  à  sa  valeur  industrielle,  mais  de  plus  il  est  en. 
général  employé  a  détériorer  les  appareils  en  déformant  les 
profils  et  relâchant  les  assemblages.  Pour  cps  raisons  les 
chocs  ne  doivent  être  emplois  dans  les  machines  qu'a  la 
dernière  exirémité,.  et  lorsque  des  raisons  toutes  spéciales 
motivent  leur  intervient! on  (25i  ). 

343.  Enfin  les  résistances  passives.  On  appelle  ainsi 
les  forces  qui  se  développent  au  contact  des  organes  «a 
mouvement  relatif  et  dont  le  travail  est  toujours  résistant. 
Elles  jouent,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  le  rûle 
principal^  et  vont  être  de  notre  part  Tobjet  d'une  étude 
spéciale.  J'en  donnerai  tout  d'abord  la  nomenclature. 

Comme  les  matériaux  qui  figurent  dans  les  machines  sont 
de  trois  sortes^  il  y  ^  lien  de  distinguer  les  résistances  des 
solides,  des  cordes  et  des  fluides.  Elles  sont  au  noi;nbre 
de.  deux  pour  chaque  cas* 

Le.  mouvement  relatif  dé  deux  solides  en  contact  peut 
être  en  effet  de  glissement  ou  de  roulement  {XXII).  De  là 
deux  résistances  i^ies  par  des  lois  distinctes  et  qu^on 
appelle  ftxpitement  et  résistance  au  roulement;. 

Le  mouvement  relatif  des  cordes  sur  les  jantes  peut  être 
également  de  glissement  ou  d'enroulement  (195).  De  là  deux 
résistanc;es  que  l'on  appelleyro^femew^  des  cordes  et  raideur. 

Le  mouvement  relatif  des  fluîdefs,  par  rapport  aux  coirps 
immergés,  présente  lui-même  deux  variétés  :  le  glissement 
tangentiel  et  la  pénétration  normale.  De  là  deux  résis- 
tances qu'ion  appelle  j/ro£/e;7ie/2£  desjluidespi  résistance  des 
milieux. 
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§n. 

LÛfô  DU  FROTTEHBNT. 

344.  Les  premières  recherches  relatives  au  frottement 
remontent  au  xvii*  siècle.  Parmi  les  physiciens  qui  s^en 
sont  occupés,  on  peut  citer  Amontons  (1699),  Lahire, 
Parent,  Camus,  Desaguliers,  Euler,  l'abbé  Nollet  (1754), 
Muschenbroek  {iy6:t),X\ménès  (i 782 ),Vince(i785 ),  Cou- 
lomb (1791),  Rennie  (ïSaS),  M.  le  général  Morin  (i83i- 
i834)î  et  danà4;es  dernières  années,  MM.  Poîrée  et  Bo- 
chel  {i858),  M.  Hîrn,  MM.  Sella  et  Montefiore  (1862). 

Je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  des  expériences  qui 
ont  permis  dé  formuler  les  lois  du  frottement.  Je  m'enga- 
gerai encore  moins  dans  le  champ  des  hypothèses  pour  en 
expliquer  les  phénomènes.  Je  me  contenterai  d'exposer 
avec  détail  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  et  que  l'on  peut 
considérer  comm^  constituant  Tétat  actuel  de  la  science 
sur  ce  sujet. 

345.  Fait  principal.  —  Le  fait  même  du  frottement 
consiste  en  ce  que  l'action  mutuelle  de  deux  solides  eti 
contact  est  généralement  oblique  à  leur  plan  tangent  com- 
mun. A  peine  est-il  besoin  d'en  indiquer  des  exemples,  j'en 
citerai  cependant  deux  décisifs. 

Le  premier  est  relatif  à  l'état  stïitique.  Un  corps  pesant 
placé  sur  un  plan  trop  peu  incliné  ne  descend  pas  et  reste 
en  repas.  L'éqUilibre  existe  donc  entre  son  poids  et  la  réac- 
tion du  plan,  et  comme  ces  forces  sont  au  nombre  de  deux 
seulement,  elles  doivent  être  égales  et  opposées.  Le  poids 
étant  vertical,  il  en  est  de  même  de  la  réaction,  et  comme 
le  plan  est  incliné,  on  voit  qu'elle  est  oblique  au  plan. 

Le  second  est  relatif  à  l'état  dynamique.  Un  corps  pesant 
lancé  en  glissant  sur  un  plan  horizontal  s'arrête  bientôt* 
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,  Sa  force  vîve  ainsi  perdue  nécessite  un  travail  égal.  Mais  la 
pesanteur  est  verticale,  la  trajectoire  horizontale;  par  suite 
le  travail  du  poids  est  nul.  C'est  donc  la  réaction  tlu  plan 
qui  développe  un  travail,  ce  qui  prouve  qu^elie  n'est  pas 
normale  au  plan» 

La  réaction  oblique  peut  toujours  être  décomposée  en 
deux  autres,  normale  et  tangentielle»  La  première  est  celle 
que  Ton  étudie  dans  la  Mécanique  rationnelle  pure,  lorsque 
Ton  envisage  les  liaisons  théoriques.  Nous  n'avons  rien  à 
ajouter  ici  à  ces  considérations.  La  seconde,  au  contraire, 
est  ordinairement  négligée  dans  cet  ordre  de  considérations. 
On  l'appelle //'o/teme/i/,  et  c'est  elle  qui  doî^  être  l'objet  de 
notre  élude. 

346.  Lois  DU  FROTTEMENT*  —  Lcs  loîs  du  frottement, 
pour  en  donner  d'abord  un  énoncé  absolu,  sauf  à  le  com- 
pléter par  quelques  éclaircissements  ultérieurs,  sont  com- 
prises dans  les  cinq  propositions  suivantes  : 

I.  Le  frottement  ne  dépend  que  du  mouvement  relatif; 
il  est  directement  oppo^sé  au  glissement  relatif. 
U.  Il  est  proportionnel  à  la  pression  normale. 

III.  Il  est  indépendant  de  retendue  des  surfa^ces  en 
contact. 

IV.  Ilest indépendant  de  la  vitesse  relative.' 
V*  Il  est  doublement  spécifique. 

Développons  ces  propositions. 

347.  I.  Le  frottement  ne  dépend  que  du  mouvement 
relatif*,  il  est  directement  opposé  au  glissement  relatif. 

C'est  un  fait  généralement  admis  et  pour  ainsi  dire  évi- 
dent. On  doit  citer  cependant  deux  expériences  qui  ont  paru 
à  M.  le  général  Morin  indiquer  une  influence  appréciable  de 
l'état  de  repos  ou  de  mouvement  de  l'un  ou  l'autl^e  corps.  Ces 
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expérienees  scNat.  relatives  aux  deux  cas  (orme,  cbëne)  et 
{fer^  brpnze)  qui  se  trouvent  à  peu  près  aux  deux  extré»- 
niiiés  de  Téchelle  du  frottement  à  sec. 

348.  II.  Le  frottement  est  proportionnel  a  la  pression 
normale. 

Cette  loi  est  admise  sans  ccmtestation  ;  mais  il  est  néces- 
saire de  bien  fixer  ce  qu'on  doit  entendre  par  pression  nor- 
male»  Diverses  causes  peuvent  la  faire  différer  de  la  compo- 
sante indiquée  par  le  calcul  de  la  transmission  des  forces. 

On  doit  citer  aabord  la  pression  atmosphérique.  Ellîe 
aura  pour  effet  d^augmenter  TefTort  normal  de  toute  la 
pression  correspondante  à  la  surface  de  contact,  si  l'air  a 
été  en tièremeut  expulsé  en  raison  de  l'extrême  poli  des  sur- 
faces. Le  même  effet  peut  aussi  se  produire  partiellement. 
Les  e;nduits  liquides  y  remédient  assez  bien  en  transmettant 
la  pression  dans  toutes  les  régions  qu'ils  peuvent  atteindre. 

On  a  indiqué  aussi  une  force  répulsive  due  à  la  chaleur. 
Powels  et  Fusinieri  ont  reconnu,  par  exemple,  qu'un  verre 
de  montre  placé  sur  un  plan  incliné,  également  de  verre, 
descend  de  lui-même  pour  des  inclinaisons  moindres,  si  ic 
verre  est  chauffé  que  lorsqu'il  est  froid.  En  poussant  à  l'ex 
Irême  la  différence  de  température,  on  obtient  les  phéno- 
mènes de  l'état  ^p/ieroiv/a/. 

Probablement,  quoique  l'attention  n'y  ait  pas  enqorc 
été  portée^  l'électricité  exerce  une  semblable  influence. 

Ces  causes  sont  importantes  à  noter,  car  le  frottement 
tend  par  lui- même  à  les  développer.  On  sait,  en  effet,  qu'il 
est  une  source  énergique  de  chaleur  et  d'électricité. 

349.  m.  Le  frottement  est  indépendant  des  surfaces  en 
contact. 

Ce  fait,  qui  peut  surprendre  au  premier  abord,  se  con- 
çoit cependant  assez  bien  en  ce  que,  si  la  surface  augmente, 
et  s^vec  elle  toutes  les  causes  d'enchevêtrement  moléculaire 

23 
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^i  prodaisent  lé  frottraieiit^  la  preasioD  ptr  unité  de  sur* 
face  diminue  p«r  cela  vème,  et  avec  elle  lUocensité  des  en- 
chevêtrements. Quoi  qu'il  en  soit,  le  fait  est  établi  par  Tex* 
pérîence. 

Coulomb  a  cependant  pensé  qu'outre  le  ternie  propor- 
tionnel à  la. pression,  il  convient  d'en  introduire  un  avec 
un  faible  coefficient,  eu  raison  de  la  surface.  Il  se  fondait 
pour  cela  sur  ce  que  la  pression  normale  doit  augmenter 
par  les  attractions  moléculaires  des  parties  en.contact.  Ou  a 
cru  reconnaître  l'influence  de  ce  terme  dans  des  mécanismes 
très -légers,  tels  que  ceux  des  montres*  Mais  M.  Morîn  a 
montré  qu'elle  disparait  complélenaent  dans  les  machines 
où  les  forces  appliquées  sont  tant  soit  peu  notables. 

Il  est  toutefois  nécessaire  de  réserver  le  cas  où  la  surface 
de  contact  serait  assez  faible,  et  par  suite  la  pression  par 
unité  de  surface  assez  forte,  pour  provoquer  Taltératlon  et 
l'écrasemeut  des  surfaces  ou  seulement  l'expulsion  des  en- 
duits. Cependant  une  simple  usure,  inévitable  dans  la  pra- 
tique, ne  modifie  pas  sensiblement  la  loi. 

La  forme  de  la  surface  dans  les  environs  du  contact 
n^est  pas  absolument  dénuée  d'influence.  Les  tourillons 
trop  minces  facilitent  l'expulsion  des  enduits.  La  limite  de 
cet  effet  serait  le  raclage  par  une  arête  vive. 

350.  IV.  Le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse 
relative. 

'  Lorsque  la  vitesse  est  nulle,  le  frottement  existe  encore, 
mais  sa  valeur  n'est  pas  déterminée  par  un  coefficient  fixe. 
Il  peut  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  zéro,  si  la  pression 
mutuelle  est  difectement  normale,  jusqu'à  une  limite  pour 
laquelle  s'opère  le  départ  lorsque  la  première  s'inclioe  par 
trop.  C'est  un  des  points  qu'il  est  le  plus  essentiel  de  bien 

,  remarquer,  que  le  frottement,  déterminé  ^mdb  le  mouve- 
ment, ne  l'est  pas  dans  le  repos  (370). 


Lai»  00  roDVTVitnrr;  3fiS 

Lbrsqne  Je  déparL  a  en  lieo,  i(  s'opère  înawiédîatemeat 

ime  réduction  dans  le  froltt^ment.  On  distingue  d<)nc  cfti 

frollenrienl  régulier  le  frotlenient  au  départ,  dé? eloppë  pat 

les  corps  qu'il  s'agît  de  démarrer» 

Cette  dîtrérénce  dépend  de  la  durée  du  contact,  qui  aug- 
mente, suivant  toute  probabilité,  renchevètrement  moléçut 
laire.  Le  maximum  s'obtient  presque  instantanément  pour 
les  métaux  et  en  q*itelqiie§  diifiutes  pour  les  bois.  Il  faut 
parfois  plusieurs  jours  dans  le' contact  des  métaux  et  du 
bois.  Les  nombres  suivants,  qui  expriment  le  rapport  du 
frouepient  k  la  pression  nonmale,  peuvent  donner  une  i|lée 
de  Timportance  de  cev  effet  : 


Chêne,  chêne  ;  fibres  parallèles,  sans  enduit. 
Fer,  cbéne  ;  fibres  parallèies,  mofiilk^ea  d'eaii^ 
Per^  fonte;  sans  enduit p  «  • 


Repos.  Mpuvemenf. 
0,62  0,43 

o>65        o,afi 
o,r9         0,1* 


35f.  Les  expériences  de  M.  Morin,^  dont  le  réisultat  a 
été  d'écafrter  toute  influence  de  la  vitesse,  ont  été  fanes 
dans  les  limites  ordinaires  de  rapidité  des  l'iiachines.  Elles 
n'aiitorisent  donc  pas  absolument  à  étendre  la  môme  con- 
.  clusion  aux  grandes  vitesses.  On  conçoit  même  que,  sou^ 
un  certain   rapport,  le  frottement  doit  alors  augmenter, 
car  on  facilite  ainsi  la  perte  de  force  vive  sous  forme  de 
mouvements  moléculaires.    On  en  a,    par  exemple,  une 
preuve  darw^  le  son  qui  se  prodiïît  lorsque  les  surfaces  mé- 
talliques  ripffnt   ou    broutent.  En  revanche,   les  grandes 
vitesses  doivent  à  un  autre  point  de  Vue  diminuer  le  frotte- 
ment, car  elles  tendent  à.  transfornÉer  le  glissement  con- 
tinu en  une  série  de  petits  ricochets  tangentiels  qui'  sup- 
priment pendant  une  partie  du  temps  radhérence  et  par 
suite  le  frottement.  Cette  influence  est  bien  constatée  pour 
fes  machrnes,  et  mênie  pour  Tes  constructions  fixes  qui  sont 
soumises  à  des  mouvements  de  trépidation. 

Cette  partie  de  la  quesliou  a  été  soumise  à  l'expérience, 

a3. 


356  ÉTUDE   DTVÀMIQVB  DfiS   MÉCAHXSIICBS. 

«n  ce  qni  concerne  les  chemins  de  fer,  par  MM.  Poirée  et 
Bochet.  Le  frottement  parait  alors  en  définitive  diminuer 
«uivant  la  formule 

i-HOjoS.i' 

La  constante  varie  d^ailleurs  suivant  Tétat  des  rails. 

Rails  très-secs  .•••., /•  =  o y3t 

Rails  secs. o  ,2a 

Rails  mouillés 0 j  i4 

Pour  les  faibles  vitesses,  MM.  Sella  et  Moniefiore  sont 
arrivés  à  un  résultat  inverse  et  ont  annoncé  qu^au  dessous 
de  o",5o  par  seconde,  le  frottement  croît  avec  la.  vitesse. 

382.  y.  Le  frottement  dépend  de  la  nature  des  deux 
substances  en  contact« 

Dans  cet  énoncé,  la  substance  doit  être  entendue  dans 
son  acception  la  plus  générale,  en  ayant  égard  à  toutes  les 
circonstances  qui  la  spécifient. 

En  premier  lieu,  Tétat  des  surfaces,  rugueuses,  polies,  ou 
usées  à  la  longue  par  un  contact  incessamment  renouvelé, 
comme  dans  le  cas  des  tourillons.  A  cet  égard,  les  vieilles 
machines  sont  préférables  aux  neuves. 

Si  le  corps  est  fibreux,  le  sens  des  fibres  a  encore  une 
influence  marquée,  conimo  Tindique  Texèmple  si^ivant 
(chène^  chêne  f  sans  enduit)  : 

Fibres  parallèles o  ,48 

Fibres  perpendiculaires o  ,34 

Si  le  corps  est  crislatlisé,  les  expériences  de  M.  Sella  ont 
également  mis  en  évidence  l'influence  de  la  direction.  Dans 
le  quartz^  par  exemple,  le  frottement  parallèle  à  Taxe  de 
symétrie  est  notablement  supérieur  à  celui  qui  s'exerce  dans 
un  sens  perpendiculaire. 
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SS3.  Le  graissage  substitue  jusqu  à  un  certain  point  un 

corps  à  un  autre.  11  a  pour  effet  d'atténuer  notablement  le 

frottement,  comme  le  montre  le  tableau  suivant,  qui  donne 

des  valeurs  moyennes  relatives  anic  conditions  des  ton* 

niions  : 

A  tec        Bodoit  gras. 

Métaux,  métaux 0,19  0,08 

Métaax,  cuirs o^So  0,20 

Métaux,  bois o,4^  O908 

Bois,  bois o,36  0,07 

Le  graissage  permanent  apporte  encore  une  diminution 
plus  notable,  comme  le  montre  Texemple  suivant,  relatif 
au  frottement  de  tourillons  sur  coussinets  métalliques  : 

A.  sec •• ^>^90 

Enduit  gras. o  ,080 

Graissage  permanent o,o54 

Le  graissage  donne  lien  à  ce  que  M.  Hirn  appelle  le  frot- 
tement médiat,  par  opposition  au  frottement  imnmliât 
qui  se  développe  entre  les  deux  substances  mêmes.  Sui* 
vant  cet  expérimentateur,  l'influence  d'un  enduit  ne  se 
réduirait  pas  à  diminuer  le  coefficient  de  frottement,  elle 
atteindrait  les  lois  mêmes  de  ce  frottement.  Les  prin- 
cipes de  Coulomb  régiraient  le  frottement  immédiat;  mais 
dans  Tautre  cas  le  frottement  deviendrait  une  fonction 
compliquée  de  la  pression,  de  l*étendue  des  surfaces  et  de 
la  vitesse  (*). 

354.  Lorsque  Ton  a  égard  à  toutes  les  circonstances 
propres  à  spéciGer  la  double  nature  des  deux  substances  en 
contact,  le  coefficient  du  frottement  prend  ime  valeur  Uen 


(*)  On  doit  laîsier  josqii*â  oo  nouTeau  contrôle  la  responsabilité  de  cet 
assertions  à  leor  antenr,  bien  connu,  dn  reste,  poor  ses  belles  recberches  wmt 
l'équivalent  mécaniqoe  de  la  chalear. 
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détermiïiée  qu'iJeel  par  guiietlort  ÎÉp|)oriai3L  de  coli  naître. 
On,  possède,  à  cet  ég^rd^  une  langue  lisie  de  renseigne*- 
xpeuu  qui  ont  peut  êire^  à  l*-  yéinké^  Je  défanit  de  n'être  pafi 
e:^oteffiiea.t  comparables»  Je  me  bproei^i  à  emprunter  à 
M.  le  général  Morin  une  lisie  déjà  très-complète,  et  qili 
échappe  à  îobjection  précédente  comme  étant  due  à  un 
seul  expérimentateur  :  •  •        

^Ijst^pces.     ^  Graiesaifo.       .  Fibres.      Coefficient. 

Gfaêneyorme,  fonte^  \        ^ ..:....-..     - 

fer,  acier,  bronze  ;  f  Graissage   ordinaire ,  )  \         «    ' 

rjia  sur  Tanire  ou  (  suif, tiule,  «aindoux,  (      ^>07  a  0,0 
sur  eux-inémes«       / 

Id.  Légèrement  onctiieux 0,1 5 

Chêne,  chêne.  Savon  sec,  Parallèles.     0,16 

Fer,  fonte.  Un  peu  onctueux..  ^  -.. .  .....#     o,  18 

Tonte,  chéiie«    >  Savon  .sec •...«•.*••,..     0,19 

Fer,  chcne.  .  Savon . sec. ••  .•• ••«...     0,21 

Cbfine,cl»éne.  Sans  enduit.  |    ^^^ ,     '"|    o,34 

CShéne,  ehène.  Saôs  enduit»               i^nil)^es«     0,4^ 

Fonte,,  ehéne*  ^  Sans  eoduiu  ;...•,.•.*.•••..     o^49 

FtfrQhéne.  Sfins- endiiii/           -B^rall^t   o>6^ 

Qkaire  *.ndre,  wj  g^^^  ^^^^.^ -,  .^  Z-      .  • 

iMi-nienie»  ,   )                                                                   . 

Çranit,  ^granit.  Sans  enduit. •  • .« ..•..•.  0,66 

Brojpze^  bronze.  .  Sans  enduit.. '  0,80 


S  m. 

FOKMDLES  DU  FROTÎhEMENT. 


3ë5;  Lés  lois  prë(^éde&tes  èè  résticnt^nt,  ponrnti  éastié^ 
terminé,  en  ce  que  le  frotteinent  est  proportionnel  à  la 
pression  normale. 

On  peut  donner  à  cet  énoncé  uzifi  forme. plus. St^isls^ante^ 


II  est  éviâeiH  quel  le  -triangle  formé  par  le  froitemeni,  la 
pfssîoB  Dormalé  et  la  r^aètidn  totales  qili  Mt  leur  r(*sul* 
tante  reste  semblable  â  lui-même;  c^r  il  a i^^après  la  loi 
fofidanièiYtale,  un  angle  droit  cora^rh^ntre  cotés  |>rf>por- 
tionnels.  Tous  ses  angles  sont  donc  inrarrables,  et  ou  ]wnt 
dire  que  la  réaction  totale  fait  avec  la  normale  un  angle 
constsint  qu^on  a^elhe  angie  de  froftênùint  et  qu*'  nous 
désignerons  par  cp. 

Cômme^  du  nsste,  le raj^port  dea eètés  d^uh  triangle'  tic- 
tangle  est  la  tangente  de  Tangte  aigu,  on  aura  ^niro  les 
deux  constantes  du  frottement  là  relation 


/=  tang  y. 


Si  donc  nous  désignons  par  R  la  réaction  totale,  N  la 
pression  normale  et  F  le  frottement,  cm  aura  pout  les  re- 
lier deux  k  deux  ces  treis  formules 


Tîungç=/N, 


F 

F  =  Rsin(p  = 


N  =  R  ces  f  = 


R 


.j-î      JTi 


^  356.  Le  frottement  se  développant  toujours  entre  deux 
corp^^  la  question  qui  se^préseuierji^  pj^dinaijrement  5€ra 
[évaluation  de  la  somme 4^5  trav^u)^  d^e  .cl^apii^c  dc^  deux 
forces  taogentielles  appliquées  à  çts  deo^x  corps  «  Or,  si  ou 
les  comprend  par  la  pensée  dans  un  même  système  nialé- 
rîel,  les  deuxTrottéments  deviennent  des  forces  intérieures, 
et  on  sait  d*une  manière  générale  qtie  lé  iravail  des  forces 
intérieures  ne  dépend  que  des  mouvements  relatifs  des 
partie*.  De  It  une  grande  sitnptt(Ication^anS't%  ttrljt-rcîie 
du  travail  total  des  frotu^ments,  caf  il  si^ffit  d&  réduire  par 
Impression  ri^nedes  pièces  au  riepos  enlaji^^pt  i  lau^re 
son  inpaveo^eut  relaûi  (^t)*  ,    ,^  ^.t^ 
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Le  travail  élémentaire  est  en  général  ]e  produit  de  la 
force,  du  chemin  parcouru  et  du  cosinus  de  leur  angle. 
Or,  le  frottement  est  toujours  directement  opposé  au  dépla- 
cement; ce  cosinus  est  donc  égal  àr—X)  et,  par  consé* 
quent,  comme  il  est  entendu  une  fois  pour  toutes  que  le 
travail  en  question  est  résistant,  c^est-à-dire  négatif,  on 
pourra  se  ];>orner  à  multiplier  le  frottement  par  le  glisse- 
ment élémentaire.  Je  rappellerai,  k  ce  propos  (XXII),  que 
ce  dernier  est  la  distance  finale  des >  points  qui  se  trou- 
vaient en  contact  à  Tinstant  initial» 

Trèsr-souvent  la  pression  normale  ,et  par  suite  le  frot* 
tèment  restent  constants.  Le  travail  total  sera  alors  le  pro- 
duit du  frottement  par  le  glissement  total. 

357.  On  peut  trouver  une  fois  pour  toutes,  pour  une 
'  machine  quelconque,  Tinfluence  du  frottement  sur  le  ren- 
dement. Je  suppose  seulement  que  Von  ait  obtenu  pour 
c6t  appareil  le  rapport  de  la  puissance  P  à  la  résistance  Q 
par  les  théories  de  Téquilibre. 
Ce  rapport  se  présentera  sous  la  forme 

^  =  F(/), 

car  il  dépend,  bien  entendu^  du  coefficient  du  frottement. 
La  valeur  du  rendement  est,  en  désignant  par  p  et  7  les 
vitesses  des  points  d^ application  estimées  suivant  les  forces, 

Trav.  Q Q^  ^ 


Trav.  P       P/i       F  (/■)/? 

Or  le  rapport  -  est  purement  géométrique  et  ne  dépend 

nullement  de  la  nature  des  matériaux  employés,  c'est-à- 
dîre  de/.  Il  sera  donc  le  même  pour  toutes  les  valeurs 
de  ce  coefficient,  et  en  particulier  pour  la  limite/ =  o. 
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Mais  alors  on  rentre  dans  le  cas  des  liaisons  théoriques,  et 
l'on  peut  invoquer  Tëquation  des  TÎtessés  yirtuelles 

Le  rendement  devient  par  la 

F(o] 
F(/) 

et  se  déduit,  comme  on  le  voit,  d'une  manière  très-simple 
du  rapport^de  la  puissance  à  la  résistance. 

Lorsque  ce  rapport,  au  lieu  d'être  constant,  est  variable, 
on  n'obtient  par  là  que  ce  qu'on  peut  appeler  le  rendetnetit 
instantané.  Il  reste  ensuite,  pour  trouver  le  rendement  vé- 
ritable, à  appliquer  à  l'expression  obtenue  les  méthodes  que 
fournit  le  calcul  intégral  pour  la  recherche  de  la  valeur 
moyenne  des  fonctions,  pour  un  intervalle  que  Ion  se 
fixera  arbitrairement  et  qui  siéra  ordinairement  d'une 
période. 


BiSk  ÉTûDB  -ntiïâiÉKjtm  dh^  mécanismes. 

CffAPrtRE  xxii. 

DU  FROTTEMENT  DANS  LES  MACHINES. 


GLISSIÈMS  CTLINTDRIQUEÎS. 

.  3S&  Il  est  nécefifiaire  d'apprécier  par  un  o^vlain  xiOQnbre 
d'exemples  couvecHiblespMtnt  clioisiis  le  rôla  du  frbltement 
4ians  Ifis  inacbiDes» 

^^ous  avcms  distingué  les  orgai»^  exposés  au.glUsetnenti 
suivant  que  celui -^ei  est  siniple  ou  mi^te  (.XX^^  )  •  he  ppemieJr 
Bnode  ncMBM  a  fbuEui  les  glissîéces,  ijui  se  rapportent  à  trois 
typëft  difienents,  cylindrique,  fipbMroïdaLei  Wliçbïdal  (^). 
J(î  considérerai  pour  chacune  de  ces  catégories  la^Hiaière 
des  locomotives,  le  treuil  et  la  vis  à  filet  carré. 

Dans  le  mouvement  mixte,  nous  avons  distingué  la  classe 
des  excentriques  et  celle  des  engrenages  (XXV).  La, pre- 
mière se  rapporte  au  cas  où  le  frottement  est  relativement 
sans  importance*,  il  serait,  'paf^conséquent,  inutile  de  nous 
y  appesantir  ici.  Je  me  bornerai  donc  à  traiter  comme  (Juai- 
triëme  exemple  le  cas  des  engrenages  cylindriques  circu- 
laires. 

359.  Glissière.  —  La  glissière  des  locomotives  se  pré- 
sente à  nous  (33)  comme  un  rectangle  sur  lequel  s'exercent 
une  puissance  P  parallèle  aux  longrines  et  représentant 
Faction  du  piston,  et  une  résistance  Q  dirigée  sous  un  angle 
a  qui  est  variable  avec  Tinclinaison  de  la  bielle.  Ces  deux 
forces  sont  appliquées  sur  le  centre  du  rectangle.  Quant 
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aux  réactions  des  longrines,  elle»  différeront  suivant  que 
la  glissière  s'appuiera  coutre  une  seule  par  sa  face  plane 
ou  contre  toutes  les  deux  par  ses  arêtes  opposées- 
Dans  le- premier  cas  (P/,  7^, ^g.  53),, toutes  les  rëac- 
ijons  él^cnentisires  de  la  longrine  sout  paraUèlis  iraprès 
les  lois  du  frottement  (355)  ]  elles  ont  donc  une  résuliaote 
unique  R  inclinée  elle-même  sous  T angle  y  et  rencontrant, 
bien  e&tt^miuy  la  longrine  dans  rintérieur  de  la  face  d'ap- 
pui. Cette  force,  devant  faire  équilibre  aux  deux  ijrcuiiières 
qui  sont  appliquées  au  centre,  doit  passer  elle-même  par 
ce  point.  Dès  lors  on  a  AB  ^  AC,  c'est-à-dijre 

^^   a 

->-langç,  i^U^I.-iO 

on,  plus  simplement, 

*>/"•    . 

La  condition  pour  que  la  glissière  s'appuie  par  sa  face 
plane  est  donc  que  sa  longueur  soit  suffisamment  grande^ 
comparativement  à  sa  largeur. 

Pour  obtenir  la  condiiien  d*équi libre,  projetons  sur  la 
droite  xy  perpendiculaire  à  R  5  il  viendra^ 

Pcos(p=  Qcos(a  —  f)# 

tfoù  l'on  lire  ««''' 

P       cos,((x-^f)  •   ' . 

«.  =^ 1 il  sur  ces  a  + /SID  a. 

Q  ces  y 

36tt.  i>€  «ecbûd  ca«  fP/i  ilf^i  fig*  54) ^correspond,  d'a- 
près ce  qui  précède,  aux  glissières  trop  courtes,  >\i)i\^ 

.,    h<Ja. 

) 

Les  réactions  des  longrines  sont  au  nombrede  deux.  R  et  R', 
£spOB^sDti6  Vahgie'Cf  par  Rapport  ji  la  normale  de.-;  lon- 
grines. Trc^^  é(|i|aiion^  sont  alors  i^éce^saires  pn u r  él \ \m^ 
ncr  ces  inconnues  auxiliaires.  On  aura  par  les  projections 
longitudinales 
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par  les  projections  transversales,  ; 

Q  sin  a  4*-  (B.  —  R'  )^  cos  ^  =  o  ; 

et  par  les  naoïnents  relatifs  au  centre  de  la  glissière,  en  éva- 
luant les  bras  de  levier  dés  réactions  à  Taidedes  côtés  du 
rectangle, 

R  (  -  cOs  <p  •l-  -  sin  ^  I  4tR'  I  -  cos  f  —  "-  sin  f  i  s=o^ 

ç'est'-à-dire^ 

^  (  R  •+•  R' )  ces  y  4- «  (R  —  R' )  sin  f  =  o. 
Or,  les  deux  premières  équations  donnent 

SlDf 

R  — R'  =  —  5^, 

COSç 

et  il  vient,  en  substituant  dans  la  troisième^ 

(P  — Qcosa)^        r^  . 

-_ Qatangy3ina=5X», 

d'où 

-=cosaH T-siao(. 

■  361.  On  peut  renfermer  les  deux  résultats  dans  la  for* 

mule 

p 

-- 1=  ces  «  -f-Oisin  a, 

en  donnant  à  X  les  valeurs/^ et  — r^*  Dès  lors  lerapportdes 

travaux  à  chaque  instant,  évalué  d'après  la  métliode  géné- 
rale (357),  sera 

côsa         I 

cosa-f-^8in«~  I  H->tang«t* 
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Il  est  d^autant  plus   avantageux   que   X  est.  moindre. 
Or  on  passe  du  premier  cas  au  second  en  multipliant  la 

valeur  de  X  par  le  facteur  -7  qui  est  alors  supérieur  à  Fu- 

nitë,  H  convient  donc  de  se  placer  dans  les  premières  con- 
ditions en  évitant  le  raclage  par  les  arêtes  vives,  et  pour 
cela  de  donner  à  la  glissière  une  longueur  suffisante. 


GUSSIÊRBS  DE  RÉVOLUTION. 

362*  Treuil. — ^Quelles  que  soient  les  forces  qui  sollici- 
tent le  treuil,  on  peut  les  décomposer  parallèlement  et  per- 
pendiculairement a  Taxe.  Les  premières  composantes,  étant 
parallèles  entre  elles,  se  réduiront  à  une  seule  que  nous  sup- 
poserons pour  plus  de  simplicité  dirigée  suivant  Taxe  lui- 
même,  condition  réalisée  ordinairement  en  raison  de  la  sy- 
métrie. Chacune  des  composantes  perpendiculaires  pourra 
elle-même  être  dédoublée,  par  la  règle  des  forces  parallèles, 
en  deux  autres  situées  dans  les  plans  transversaux  des 
deux  points  d^appui  du  treuil  sur  ses  coussinets.  L'équi*- 
libre  devra  alors  exister  séparément  dans  chacun  de  ces 
plans;  car,  s^il  n^en  était  pas  ainsi,  chacun  des  systèmes 
aurait  une  résultante  unique,  et  ces  deux  forces,  qui  ne  sau- 
raient se  rencontrer  comme  étant  situées  dans  deux  plans 
parallèles,  ne  pourraient  se  faire  équilibre. 

Notre  recherche  se  divise  donc  en  deux  autres  :  perte  dé 
travail  due  au  frottement  d'un  tourillon  sur  son  coussinet 
sous  Vinfluence  d'une  force  perpendiculaire  à  Taxe,  et 
perte  de  travail  due  au  frottement  du  pivot  contre  le  fond 
de  la  crapaudine,  sous  Finfluence  d'uue  force  dirigée  sui* 
vant  Taxe.  Tels  sont  les  deux  problèmes  distincts  qu'il 
UQus  faut  traiter  successivement. 


)6(f  .ÉtVDOB  mvmMMnqzM  p«9  vâcxtrtâftBvr 

;  ,3S3>.'Le  tauJtîllon  n^éUnt'SolKcH^S  qiie  ]^f  une  seule 

résultante  iransversaJeqae  j'appellerai  P  {Pli  If^yjig,'^^)^ 

réauilîbre  exigera  -que  la  réaction  totale  R  du  coussinet 

soit  égale  et  opposée, 

^.      .    •        •     .       '  '  P  =  R,    *•        —      ■'  '  •'     ■ 

Maïs  II  fait  Fangle  ç  avec  la  normale  ou  le  rayon  du  tou- 
rillon ( 35^)5  il  en  est  donc  de  même  de  P.^Ains^  le  tou- 
rillon, qui,  si  l'on  tient  compte  du  jeu,  ne  s^appuie  que 
par  un  point  ou  mieux  par  une  arête,  ne  touche  pas  le 
coussinet  sur  celle  où  la  direction  de  la  force  P  semblerait 
devoir  l'appuyer  si  on  rappliquait  par  le  centre,  mais  par 
une  génératrice  qui  en  est  distante  de  Tangle  xf.  §i,  par 
exemple,  le  tourillon  est  une  fusée  prise  dar^s  son  moyeu 
et  simplement  pesante,  elle  ne  porte  pas  sur  le  point  le 
plus  bas,  mais  elle  grimpe  pendant  le  mouvement  jusqu'i 
Téléinent  incliné  sous  Tangle  c^,  où  elle  se  maintient  en 
"équilibre. 

Quant  au  frottement,  il  nous  est  donné  par  sa  valeur.gé- 
nérale{25S), 


3pn  travail  pour  un  tpur  sera  donxïy.  si  r  désigna^  le  r^j0n 
dutoi^rilloo, 

F.!Xffr  =  -— ==^*  Pr. 

364.*  Quant  au  tooriflon  proprement  dit,  là  conséquence 
•k  tWer  de  cette  formule  est  que  lé  diamètre  doit  être  ré- 
ihiit  au  strict  nécessaire.  Et  en  effet  \H  touriltoh»  ont  tou* 
jours -un  diamètre  beaucoup  moindre  que  celùî'des  arbres 
dont  ils  font  partie*  On  a  soin  en  rëvanebc  de  te»  côhipo-» 
ser  d'une  matière  plus  résistante,  telle  que  Faeier  (45i  ). 
.  l(9L  môme  formule  peut  s*appHquer  à  iWticnlatioD  de 
bielle  embrassant  un  bouton  do  manivelle'  (40),  et  encore 


àrexcenirîque  jcirculairc>à  coljier  (41).  Nous  ayoi)s  vu  en 
effet  que  la  somme  des  pertes  de  travail  f3S6)  ne  depena 
que  du  mouvement  re^tif^  ideuiîquA,  dans  le  cas  actuel,  à 
pelui  d'un  lourillofi  dans  son  coussinet;  r  représente  alors 
le  rayon  du  hquton  de  manivelle  ou  celui  du  noyau  d'excen- 
trique.    ,......*_,.  ,A  ■  :: 

Au  point  de  vue  géomét,rique,  l'prgane  est  aussi  le  même 
(161 }.,  car  ^excentrique  circulaire  à  collier  est  équivalent 
au  système  d'une  bielle  et  d'une  manivelle  rdont  le  bi^as 
serait  rexceniriciié,  moindre  par  conséquent  que  r.  Ppîr 
une  course  de  ia  bielle  ou  un  bras  de  la  tnanivelle  don- 
nés, r  a  donc  pour  limite  zéro  avec  Tarliculalion,  et  le 
bras  pour  rexcentriq^^  Çh^  doit  p|9*  suite  le  considérer 
comme  petit  pour  l'articulation  et  comme  excessif  pour 
rexcentrique.  11  faut  donc,  au  moins  dans  ce  dernier  cas, 
que  le  facteur  P  soit  faible,  sans  q^uoî  l'influence  du  frotte- 
ment deviendrait  énarmie. 

Concluons  de  là  qu^on  doit  employer  l'articulaliou  pour 
les  traiismissiôn^  énergiques  et  Pex^îentrique  pour  Celles 
qui  sont  moins  intenses.  Dans  les  l<k:ômottves,  par  exemple^ 
on  peut  apercevoir  sur  le  môme  arbre  de^  coudes  ùiunk 
d'à  rtt  cm  la  lions  pour  transmettre  raciion  motrice,  et  dés 
excentriques  pour  produire  le  jeudes  tiroir^  avec  une'ibrcê 
qui  est  relativement  insignifiante. 


365.  Occupons-nous  maintenant  du  frottemeiit  d*ûn 
^îvot  sur  le  fond  de  sa  crapaudine,  ou  dune  cheville  ou- 
vrière sur  son  siège  (38). 

Si  Q  nous  désigne  la  force  unique  qui  est  dirigée  suî«- 
vantfaxe,  on  peut  admettre  que  la  pression  se  répartit  uni- 
formément siir  toute  la  surface,  car  Fusure  altérera-  davan- 
tage les  points  les  plus  pressés  jusqu'à  ce  qu'ils  se  refusent 

àcette  pression.  Si  S  désigne  la  surface  d'appui,  —  sera  donc 


'•'■..--4'^'/Q  R*-R'V 
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la  pression  par  unité  de  surface*,  ^  ^Ttrdr^  reffort  supporté 
par  une  couronne  infinitésimale  de  rayon  intérieur  r  et 
d'épiiisseur  ^rj/^  aTirrfr,  le  frottement  correspondant,  et 

airr.y"^  ^rtrdr  son  travail  pour  un  tour.  Le  travail  total 
sera  ainsi  exprimé  par  l'intégrale 

On  aura  pour  le  pivot 

R'=o,     S=wR'.    , 
et  Texpression  deviendra 

<î425=/,j.,..|,. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  la  perte  de  travail  est  la 
lùèmeque  ^i  Tefiort  total  était  appliqué  aux  deux  tiers  du 
rayon  d'appui.  De  là  un  grand  intérêt  à  diminuer  c^. rayon 
et  à  employer  la  forme  convexe  dite  en  goutte  de  suif  qui  le 
réduit  aux  plus  faibles  dimensions.  L'avantage  qu'iLy  a  a 
restreindre  le  contact  aux  parties  centrales  est  si  bien  connu, 
que  l'on  est  ordinairement  contraint  de  tenir  sous  clef  le 
système  de  suspension  des  plaques  tournantes  dans  les  gares 
de  chemin  de  fer,  pour  éviter  que  les  hommes  d'équipe  ne 
serrent  les  boulons  du  centre,  de  manière  à  diminuer  le 
travail  des  frottements  qu'ils  ont  à  vaincre,  au  détriment 
de  la  stabilité  de  la  plaque,  lorsqu'un  train  la  traverse  en 
vitesse,  .     . 

On  aura  de  même,  pour  la  cheville  ouvrière  ou  un  épau- 
lement  de  tourillon , 

S=:it(R»— K% 
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et  l'expression  deviendra 

4ir/Q(R'-R^»)_4  /  RR'    \ 

3(R'-R'^) r-^^V'^-^^-RTR^j* 

Si  ou  désigne  par  e  Tëpaisseur  et  p  le  rayon  moyen, 
R4-R'=2p,    R  — R'=f, 
on  peut  employer  la  formule  plus  simple 


HSp 


s  m. 

GLISSIÈRES  HÉUÇOIDALES. 

366.  Fis  à  filet  carré.  — Les  efforts  qui  sollicitent  une 
vis  dans  les  machines  présentent  toujours  des  conditions 
de  symétrie  qui  permettent  de  les  réduire  à  une  force 
dirigée  suivant  Taxe  et  un  couple  perpendiculaire  à  Taxe. 
Nous  traiterons  ce  dernier  comme  la  puissance  Vp^  et  la 
première  comme  la  résistance  Q  que  nous  supposerons 
dirigée  de  bas  en  haut,  la  vis  étant  placée  verticalement 
pour  fixer  les  idées. 

Si  nous  étudions  d'abord  le  mouvement  descendant,  le 
point  d*^appui  que  prend  la  vis  sur  son  écrou  pour  vaincre 
la  résistance  se  trouvera  au-dessus  d'elle  [PL  IF,Jig.  56), 
de  sorte  que  la  réaction  élémentaire  R  de  chaque  point  M 
sera  dirigée  de  haut  en  bas,  et  fera  avec  la  normale  Tangle  cf 
compté  en  arrière  de  la  descente  et  dans  le  plan  de  la  nor- 
male et  du  glissement.  Ce  dernier  s'effectue  suivant  l'hélice 
du  point  M.  Le  plan  tangent  passe  par  la  tangente  à  cette 
hélice  et  la  génératrice  horizontale.  La  normale  de  l'héli- 
çoïde  est  donc  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  tangente  à 
Thélice  dans  le  plan  langent  au  cylindre  qui  passe  par  le 
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point  M.  Dès  lors  le  bras  de  levier  de  la  force  R,  par  rap- 
port à  l'axe,  sera  le  rayon  r  du  point  M,  et  son  inclinaison 
sur  Taxe  f'  +  <f,  si  ^  désigne  celle  de  rhélice  du  point  M. 
Nous  aurons  donc,  en  posant  Téquatioti  de  projection 

sur  l'axe, 

Q=2Rcos(i4-7), 

et  celle  des  moments  par  rapport  à  l'axe, 
P/?=2Rsin(i-Hf).r. 

Dans  ces  deux  relations,  i  et  rsont  des  quantités  variables. 
Il  est  clair  qu'il  existe  pour  elles  des  valeurs  moyennes 
telles,  qu'en  les  leur  attribuant  d'une  manière  constante 
le  résultat  des  intégrations  reste  le  même.  Comme  dans  la 
pratique  les  vis  de  machines  ont  des  filets  étroits,  nous 
pouvons  admettre  sans  erreur  notable  pour  des  évalaa- 
tions  numériques,  et  sans  aucune  espèœ  d'inconvénient 
.  pour  la  discussion  de  l'appareili  que  ces  valeurs  sont  toutes 
les  deux  celles  qui  correspondent  k  l'bélice  moyenne, 
menée  par  le  milieu  de  l'épaisseur*  Dans  ces  conditiona,  les 
formules  deviennent 

Q=cos(e-4-f),2R, 
P/?  =  rsin{j  +  ç).2R, 

et  Ion  en  tire  le  rapport  de  la  paissànee  à  la  renstance 
P       r 

Comme  l'angle  <y  ne  figure  dans  cette  formule  qu'en  s'ajou- 
Untà  t,  on  peut  résumer  Tinflcience  du  frottement  en  di- 
sant qu'il  a  pour  effet  de  rendre  la  vis  théorique  plus 
rapide,  d'une  quantité  égale  à  l'angle  de  frottement. 

Dans  le  mouvement  ascendant,  l'angle  q>  sera  compté  de 
l'autre  côté  de  la  normale,  et  l'inclinaisoipi  de  1^  réaction 
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totale  sur  l'axe,  au  liea  d^être  i-hfj  serai — f •  La  formule 
deTÎendra  de  cette  niauère 

-  =  — tang'i-*©  . 
Q      F     ^ 

Uînflaence  àa  frottement  sera  dès  lors  de  rendre  la  tu 
théorique  plus  lente  d^une  quantité  égale  à  Tangle  de  finaC*- 
tement. 
Si  nous  ajppliquons  à  la  formule 

qui  comprend  les  deux  cras,  la  méthode  générale  qui  fait 
connaître  le  rendement  (3o7),  nous  trouverons 


ou,  en  développant., 


tang/ 

iip/tang/ 
idl/coti  ' 


ENGRENAGES. 

367.  Engrenages  cjrlindriques,  —  Ces  engrenages  ne 
sont  plus  des  glissières  proprement  dites,  nais  des  appareils 
de  giissement  mixte.  D  faudrait  donc  à  la  rigueur  combiner 
avec  les  forces  de  frottement  les  résistances  que  subit  le  rou- 
lement. Mais  ces  dernières  sont  tellement  faibles  par  rap- 
port au  frottement  de  glissement,  qn>lles  perdent  toute 
influence  dans  les  questions  où  elles  s'y  trouvent  combi- 
nées, et  qu'on  est  alors  suffisamment  autorisé  à  en  faire 
abstraction. 

Nous  avons  vu  (74)  que  le  mouvement  relatif  des  engre- 
nages revient  au  roulement  simple  de  leurs  courbes  pri- 
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mitives,  qui  sont  toujours  des  cercles  dans  lesmiachines 
{PL  IVyfig*  57).  Nous  pouvons  supposer,  pour  plus  de 
simplicité,  que  les  forces  appliquées  à  cliaque  roue  soient 
réduites  à  une  seule,  tangente  à  son  cercle  primitif.  Je  rap- 
pelle encore  ce  principe  fondamental  (75),^  que  la  normale 
commune  des  dents  passe  incessamment  par  le  point  de 
contact  des  cercles  primitifs. 

Si  nous  écrivons  pour  chacune  des  deux  roues  Téquation 
des  moments  relatifs  à  son  axe^  il  viendra 


d'où 


Qr—  R  [rsîn(«  +  y)-f-/?sinç]  =  o, 
QV  —  R'[r'sin(aH- ç)  — /?5iny]  =  o, 

Q  =  R    sin(«4-ç)-4-  ^sin^  U 

Q'=rRM8in(a  +  7)  — -sÎD<p   9 

et  en  remarquant  que  B.  =  R'  d'après  l'égalité  de  l'action  à 
la  réaction, 

sin(a-Hiy)  4--siny      » 

«n(« -<-ç)  — -sîn^ 

Si  donc  on  représente  l'influence  du  frottement  par  une 
force  additionnelle  F  appliquée,  comme  les  premières,  tan- 
gent! ellement  aux  circonférences  primitives,  il  viendra 


F__Q  — Q\ 


■e-p) 


sinq 


8in{a-h?)-F- sin^ 

Telle  est  la  formule  rigoureuse  en  fonction  des  coordonnées 
polaires  p  et  a  du  lieu  du  point  de  contact  dans  Tespace 
absolu. 

Elle  montre  que  le  rayon  p  doit  rester  petit  et  l'azimut  a 
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voisin  d^oii  angle  droit.  La  première  condition  exige  que 
le  pas  5oit  faible  et  la  seconde  se  trouve  convenablement 
remplie  dans  les  profils  usités,  pour  lesquels  le  lieu  du  con- 
tact est  un  limaçon  de  Pascal  (79),  un  cercle  tangent  aux 
circonférences  primitives  (81)  ou  une  droite  très-inclinée 
sur  la  ligne  des  centres  (80). 

368*  Le  rapport  précédent  est  variable  pendant  toute 
rétendue  du  passage  d'une  dent.  Pour  obtenir  sa  valeur 
moyenne,  sous  une  forme  suffisamment  simple  pour  deve- 
nir pratique,  nous  opérerons  par  approximation. 

Nous  venons  de  reconnaître  que  a  n'est  que  peu  inférieur 
à  90  degrés.  Nous  pouvons  donc,  sauf  erreur,  confondre 
<i-\'^  avec  l'angle  droit,  ou  sin  (a  +  f  )  avec  Tunité.  D'ail- 
leurs le  pas  est  peiit,  et  comme  p  lui  reste  inférieur,  le 

terme  —  sinç  renferme  deux  facteurs  très-petits  p  et  y,  ce 

qui  permet  de  le  négliger.  Au  numérateur  on  peut  en- 


/ 


19  ou  dans  les  mêmes  limites 


core  remplacer  sin  cp  par  - , 

d^approximaiion  par  f.  La  formule  se  simplifie  alors  de  la 
manière  suivante  : 


•=/'(; -p) 


Q- 


Mais  en  raison  des  remarques  précédentes,  p  difière  peu 
de  l'arc  primiuf  5,  et  le  travail  élémentaire  du  frottement 
peut  s'écrire 

cale  travail  total, 

en  désignant  le  pas  par  <r.  Or  Qa  représente  le  travail 
résistant  que  Ton  peut  ici  remplacer  par  le  travail  moteur. 
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attendu  qu'il  est  affecté  dans  cette  formule  du  fatcienr/*  et 
que  les  termes  dus  au  frottement  qui  fofmént  la  diffiérence 
de  ces  deux  travaii-x  se  trouveraient  parla  poi-tës  au  second 
ordre.  Si  donc  nous  divisons  par  Qd^  nous  aurons- le  râp*- 
pondu  travail  perdu  parle  frottement awi  travail naoïeur, 
ou  la  perle  proportionnelle  que  produisent  les  engrienages 

Pour  simplifier  encore  Tapplication  de  cette  formule^ 
nous  introduirons  les  modules  n  et  n'  des  deux  roues  : 


na^:;z  Hizr, 

n'G=i^irr'f 

(T            TT 

2r       n 

Cr'             TT 

et  il  viendra  dëûnitivement  pour  la  perte  proportionnelle 

369.  Danslaréalilé  il  y  a  plusieurs  couples  de  dents  siniul*- 
tanémenten  prise,  mais  le  résultatn'en  est  pas  modifié.  Q  est 
alors  remplacé  par  une  somme  d'actions  Qj  -h  Q«+  Q«4-- .  • 
transmises  par  rinlermédiaîre  de  chaque  couple,  et  le  fac- 
teur (Qi  H-  Qt-i-Qi  +.••)  ^  exprime  encore  Je  travail  résis- 
tant pendant  un  pas,  c'est-à-dire  pendant  l'intervalle  qu*îl 
suffit  d^'envisager  pour  avoir  la  perte  proportionnelle,  puid^ 
que  le  mouvement  est  nécessairement  périodique.    ^ 

Si  l'engrenage,  e^  in^téri^ur,  osk  vérifiera  facilement  que 
le  terme  r^  s'introduit  dans  les  équations  de  moments,  de  la 
même  manière  que  r,  tandis  qu'il  figure  pour  l'engrenage 
extérieur  avec  un  signe  contraire»  Il  suffis  donc  de  chan- 
ger dans  le  résultat  le  signe  de  r'  odde  i/,  ce  qui  donne 


/i 


K^-i)' 
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La  perte  est  par  conséquent  moihs  grande,  ce  qui  crée  une 
différence  à  Tavantage  des  engrenages  intérieurs,  à  la  vé- 
rité largement  compensée  par  leurs  inconvénients. 

Le  cas  de  la  crémdUère  s^obtiendra  en  faisant  r'  ou 
/z'==  Qo  .  D  viendra  ainsi 

n  ^ 

pour  la  perte  proportionnelle. 

On  remarquera  que  dans  toutes  ces  formules  les  modules 
figurent  en  dénominateur,  ce  qui  met  en  évidence  l'intérêt 
que  Ton  trouvé  à  augmenter  le  module  en  diminuant  le  pas. 
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CHAPITRE  XXffl. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  FROTTEMENT. 


ARC-BOUTEMEMT. 

370.  Le  frottement,  qui  se  présente  à  nous  comme  dimi- 
nuant toujours  le  travail  transmis  utilement  dans  le  mou- 
vement des  machines,  peut,  dans  certains  cas,  apporter  une 
entrave  absolue  à  ce  mouvement,  de  telle  façon  qu'eu 
augmentant  indéfiniment  Tintensité  des  efforts,  on  arrive- 
rait à  la  rupture  et  a  la  dislocation  complète  de  Tappareil, 
avant  d'avoir  provoqué  sa  mise  en  marche.  C'est  là  une 
des  propriétés  les  plus  caractéristiques  de  la  force  de  frot- 
tement qu'on  appelle  Y  arc-bout  ement. 

Le  fait  apparaîtra  clairement  dans  les  exemples  qui  vont 
suivre,  mais  on  peut  le  faire  prévoir  d'une  manière,  géné- 
rale. En  eifet,  d'après  la  loi  fondamentale^  la  réaction  de 
deux  pièces  en  contact  a  une  direction  absolument  assi- 
gnée que  rien  ne  peul  faire  varier  (355)  ;  son  sens  sur  cette 
direction  est  également  déterminé  pour  chacun  des  deux 
corps,  dar  il  s'étend,  bien  entendu,  de  l'autre  corps  vers  lui. 
Enfin  son  intensité,  sans  être  déterminée,  ne  peut  être 
nulle  et  à  plus  forte  raison  négative.  Au  contraire,  toutes 
les  forcées  que  nous  appliquons  directement  sont  à  notre 
disposition  comme  grandeur,  direction  et  sens.  On  com- 
prend donc  que  l'on  puisse  placer  ces  forces  dans  des  con- 
ditions telles,  que  les  équations  de  projections  ou  de  mo- 
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ments  dans  lesquelles  elles  figurent  avec  les  forces  de 
réaction  fournissent  pour  celles-ci  des  valeurs  négatives. 
Or,  nous  venons  de  dire  que  ces  valeurs  ne  peuvent  re- 
cevoir aucune  iuterprétation,  puisqu'il  ne  doit  pas  être 
question  d'opposition  de  sens.  II  faut  donc  en  conclure  que 
le  mouvement  uniforme  que  représentent  ces  équations,  et 
àjbriiorile  mouvement  accéléré, sont  impossibles,  de  sorte 
que  le  système  ne  pourra  se  mettre  en  marche. 

Il  faudrait  bien  se  garder  d'étendre  cette  impossibilité  au 
repos,  sous  le  préteicie  qu'il  est  aussi  représenté  par  les 
équations  d'équilibre.  On  voit  en  effet  qu'on  serait  conduit 
par  là  à  une  absurdité  évidente,  car  il  faut  bien  que  le 
système  soit  en  repos  ou  en  mouvement.  Mais  d'ailleurs  on 
doit  se  rappeler  que  dans  le  repos  (350)  la  position  de  la 
réaction  totale  n'est  plus  déterminée  à  priori  comme  dans 
le  mouvement.  L'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  est 
alors  quelconque,  et  l'on  sait  seulement  qu'il  reste  compris 
eutre  les  limites  zéro  etf .  On  pourra  donc  toujours  lui  trou- 
ver une  valeur  capable  de  satisfaire  aux  équations,  puisqu'en 
abaissant  cet  angle  à  la  rigueur  jusqu'à  zéro,  on  rentrerait 
dans  le  cas  des  liaisons  théoriques  pour  lesquelles  on  ne 
rencontre  jamais  d'entraves  de  cette  nature. 


371 .  Cette  propriété  curieuse  se  prête  parfaitement  à  la 
construction  des  encliquetages,  appareils  destinés,  comme 
nous  l'avons  vu  (246),  à  permettre  le  mouvement  dans  un 
sens  et  à  prévenir  le  retour  en  arrière.  Il  suffira  en  effet, 
en  thèse  générale^  de  disposer  les  éléments  du  mécanisme 
de  manière  que  l'impossibilité  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion se  manifeste  pour  un  sens  de  mouvement  et  non  pour 
l'autre.  Et  il  n'y  a  là  rien  que  de  très-facile  à  concevoir^ 
puisque  toutes  les  forces  de  réaction  cbaugcnt  à.  la  fois  de 
situation  avec  le  sens  du  mouvement  (347). 

Ces  encliquetagesontsiurles  rocbets  le  ^rand  avantage 
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d'éviter  it  temps  perdu  {248),  et  aussi  le  fi^rrâillement  (247  ) 

qui  est  à  peu  près  intéparablêf  de  ces  appareils. 

372.  Arc-boutement  direct*  —Le  plus  simple  des  cas 
d'arc-bomement  se  présente  lorsqu^on  appuie  trop  nor- 
malement sur  un  corps  pour  le  faire  gjisser  le  iQng  d'un 
autre. 

Supposons  en  effet,. pour  fixer  les  idées,  la  tendance  vers 
la  gaïkche.  La  réaction  R  se  trouvera  a  dxoite  de  .la  nor- 
male sous  Tangle  ^.  Si  donc  la  puissance  P  est  inclinée  de 
a  >  y,  leur  résultante  P  sera  dirigée  vers- la  gauche  et  pro- 
duira le  mouvement.  Si  a^^^f,  elle  se  trouvera  inclinée 
vers  la  droite,  ce  qui  est  inconciliable  avec  Thypothèse  du 
départ  vers  la  gauche qu^elle  doit  déterminer.  Le  glissement 
aura  donc  lieu  dans  le  premier  cas,  et  sera  impossible  dans 
le  second.    . 

373.  Ce  principe  explique  pourquoi  un  corps  pesant  posé 
sur  un  plan  trop  peu  incliné  reste  en  équilibre  (34o)  et 
ne  commence  à  descendre  que  lorsque  Tinclinaison  devient 
égale  à  Tangle  de  frottement*  Il  permet  par  suite  d'établir 
les  plans  de  joints  dans  les  massifs  de  construction,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  constater  rhorizontalité  rigoureuse 
de  ces  plans. 

Ce  principe, permet  de.  même  d'établir  les  plans  de 
joints  dans  les  voûtes,  sans  la  connaissance  rigoureuse  de  la 
courbe  dçs  pressions  à  laquelle  ils  doivent  être  normaux  \ 
car  il  permet  une  latitude  égale  à  f  de  part  et  d'autre,  sans 
que  le  voussoir  se  trouve  contraint  de  ressortir  en  glissant 
sur  les  faces  voisines. 

3-74*  Fïs  à  filet  carré.  — .  Nous  avon»  recomra  (366) 
que  rînflaence  du  frottemebt  sur  la  vis  à  filet  carré  se  ré" 
duh  à  la  rendre  plus  rapide  ou  plips  lente  de  Tangle  im 
frottement,  suivant  que  l'oir  enviâuige  le  mottvezDient  dœ- 
rendant  ou  ascendant. 
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L'îiictnrako«>  iMorî(jue  de  laTÎs  pour  la  ^àeBctme-  es* 
donc  i  +•  f^  Elle  doit  bien  entend  a  rester  înfénewre  à  Tai»* 
gle  droit' 

Celle  dé  la  montée  aéra  de  même  i — f  ^  et  comme  elle  ue 
peut  être  négative, 

D'après  cela^  pour  qu'une  nïs  puisse  fonetienner  djtt^ 
les  deux  sens  comme  organe  de  transmission,  il  faut.4}ue  les 
conditions^  préeédoites  soient  remplies  à  la^foîs  oaque  Ton 
ait 

la  vis  n'étant  nî  trop  lente  ni  trop  rapide. 

Si  au  contraire  on  considère  les  yis  de  presûon  on  d'à»» 
semMage,  elles  doivent  fonctionner  comme  ettclicpcietages 
en  èffectnani  la  descente,  mats  en  s'opposant  au  retour 
en  arrière  que  tendrait  à  provoquer  la  résistance.  U  fainc 
donc  que  la  première  condition  se  trouve  remplie,  mais 
non  la  seconde, 

et  par  suite  la  vis  doit  être  suffisamment  lente. 

Pour  desserrer  il  suffira  d'agir  en  sens  inverse  sur  les 
bras  de  levier. 

On  reniarquera  comme  une  conséqtrcnce  curietise  des 
lois  du  frottement  rinégàlité 

qui  dmii  être  MmjAie  par  les  vis  de  tvMsiBMâga;.  On^oit 
par  là  combien  rappréciation  des  résistasse»  pasmes  est 

indispensable,   puisque    l'emploi    de   certains   matériaux 
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pourrait  rendre  absolument  impossible  un  mouvement  que 
rien  ne  semble  entraver  à  l'inspection  d'une  épure,  et  qui 
s'efiectuerait  en  effet  parfaitement  avec  d'autres  matériaux. 

375.  Coin.  —  Lorsque  le  coin  théorique  subit  des 
efforts  perpendiculaires  à  ses  faces,  elles  comprennent 
entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  du  coin.  Or,  lorsque 
trois  forces  sont  en  équilibre,  chacune  d'elles  est  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres,  ce  qui  est 
aussi  la  relation  des  côtés  d'un  triangle.  Donc  les  efforts 
subis  par  chacun  des  côtés  du  coin  sont  6n  raison  de  ces  côtés. 

Si  nous  avons  égard  au  frottement,  les  réactions  des 
faces  latérales,  au  lieu  d'être  normales,  se  relèvent  chacune 
de  l'angle  de  frottement.  Si  donc  nous  imaginons  un  coin 
théorique  qui  soit  plus  ouvert  que  le  proposé  du  double 
de  cet  angle,  ses  faces  redeviendront  perpendiculaires  aux 
forces  et  les  choses  se  passeront  comme  tout  à  l'heure.  On 
peut  donc  dire  que  l'effet  du  frottement  dans  le  coin  est  de 
l'ouvrir  du  double  de  Tangle  du  frottement  pour  le  mou* 
vement  d'entrée.  Et  on  reconnaîtrait  de  même  qu'il  revient  à 
le  fermer  de  la  même  quantité  poiir  lemouvement  de  sortie. 

L'angle  théorique  devient  donc  pour  l'entrée  2(a-f-ç), 
si  a  a  est  celui  du  coin  matériel.''  Il  est  clair  que  cet  angle 
doit  rester  inférieur  à  180  degrés,  donc 

2(a-l-ç)<i8a, 

.  Il  sera  de  même  pour  la  sortie  2  (a  -^  f  )  ;  mais  comme  il 
ne  peut  être  négatif,  on  doi^  avoir  de  même  ' 

Il  faudra  ainsi,  pour  que  le  coin  fonctionne  comme  pièce 
de  transmission,  que  l'on  ait  à  la  fois 
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II  ne  doit  donc  être  ni  trop  aigu  ni  trop  obtus  (et  la  condi- 
tion f  <^4S  degrés  doit  encore  être  remplie).  Et  pour 
qu'il  fonctionne  pour  le  serrage,  comme  cale  ou  clef  à 
titre  d'encliq^uelage,  il  faut  poser  au  contraire 

a<90  — ç,     a<y; 

Tangledoit  être  alors  suffisamment  aigu. 

Pour  desserrer,  il  suffira  de  frapper  le  coin  par-dessous 
en  sens  inverse,  à  moins  que  Ton  n*ait  un  contre-coin  (35). 

376.  Falet.  —  Les  menuisiers  emploient,  pour  mainte- 
nir les  planches  qu'ils  veulent  mettre  en  œuvre,  une  pièce 
de  fer  appelée  ijalet  :  sa  tige  traverse  Fétabli  dans  un  œillet 
spécial,  et  son  bec  s^àppuie  sur  la  planche  contre  laquelle 
on  le  serre  à  Tâide  de  quelques  coups  de  maillet.  Le  des^ 
serrage  spontané  est  alors  impossible  sous  des  conditions 
que  nou«  allons  déterminer  (PL  XFI^Jig,  a56). 

Supposons  le  mouvement  de  sortie  sur  le  point  de  pren- 
dre naissance;  le  valet  sera  soumis,  outre  la  réaction  F  de 
la  planche  qu'il  sert  à  maintenir,  à  celles  R  et  R'  de  l'éubli. 
Ces  dernières  se  rencontrent  en  K  assez  près  de  l'œillet, 
pourvu  que  l'angle  de  frottement  f  ait  une  valeur  suffisante. 
Or  il  faudrait  que  la  force  F  passât  en  K  pour  tenir  en 
équilibre  la  résultante  de  R  et  R',  et  elle  n'y  passera  pas  si 
le  bec  est  suffisamment  long.  Le  valet  se  trouvera  donc 
alors  dans  l'impossibilité  de  sortir. 

Les  conditions  de  l'arc-boutement  sont  par  conséquent 
que  le  bec  soit  long  par  rapport  à  l'épaisseur  de  l'établi,  et 
que  le  frottement  soit  suffisamment  intense. 

Pour  desserrer  il  suffira  de  frapper  quelques  coups  sur 
l'extrémité  de  la  tige. 

377.  Le  principe  que  nous  venans  d'expliquer  pour  le 
valet  de  menuiserie  est  évidemment  plus  général  et  con- 


Vîénf  â  tofutés  l€s  tî^s  pincées,  c*est-à-^»rc  à  ceUes^  qm 
sont  (Fune  certàîiie  hfgetir  "par  rapport  k  la  4istai3ce  des 
points  entre  lesquels  elles  sont  gnîdées  ;  l€fr«q\i-en  ^utr«  éa 
les  sollicite  pai-des  forées  èiccen triques -ei'ëlo^tiées de  l'a^e 
défigure  des  pomts  fixes. 

Ce  fait  se  présente,  par  exemple,  dans  les  tiroirs  des  meu- 
bles larges  et  peu  profpnds  que  i'x>n  vient  à  pousser  de  tra- 
J^erft.  ...  ....'■ 

;.  Il  arriverai,t  encore  clans  les  l,îges  des  bocards  que  Ton 
soulève  par  un  tnentonnet  latéral,  si  Ton  n'avait  «oîn  de 
ddnneràoes  tiges  une  assez  grande  lotigiieur  ^at  rmilité 
ne  s'aperçoit  pas  ^u  premier  aimtd,  el  d'entploijBer  enjnême 
temps 'd«s  il»ento&<i»eis  trèsH}«>utl». 

'  C^test  encore  utae  raison  de  plus  (361  )  ^our  doixoer  à  la 
tMDiqmlle  des  ^isslèresde  locomotives  une  longueur  ^stiffi* 
santepar  rapport  à  sa  iUtrgeiir.  .    .^ 

378.  EntUquetage  Saindin.  ~  Le  anème  prwcjpe  a 
ëté  appliqué  par  M.  Saladin  à  la  eoneirUietioft.dW  >eneli^ 
•qiietage  (Pf.  Jr/%JÇ^,'257).  '.        .    ^       " 

'  La  tige  passe  daitts  r^œilde  Whacume  des  deux  bairos^îa 
-f&r^sentk  leur-extitÀnité  desiMxalas  pesaétes.  IralaaiiFetfiïe- 
'fieure  se  trouve  suspendue  par  une  bielle  ires^eonrte  à  «n 
pèinit  €lfe/  h^  seconde  X^tx  de  la  naèiiie  maaière  à  TexAfé^ 
mîté  d*ttn  levîerde  «nanœuvre»^ 

Si  les  barres  gardent  Tinclinaision  de  la  figure^  «dilespisi- 
t^ent  ia  ^ge  m  empêchent  son  poids  et  la  i«ftctiioa  d^  ma- 
tières -mises  «n  presse  de  la  faire  redescendre*  i\  n'en  seoaât 
plus  de  mèmf3  si  les  bart'es  se  rapprockaienlde  l^hoijxon*- 
taie;  Alors  Teçil,  qui  est  plus  large  que  la  tif^^  préseniesrait 
un  jeu  suffisant  et  le  passage  redeviendrait  libre, 
.  D'après  cela,  imaginons  que  Fou  agisse  sur  la  poignée 
du  levier  de  haut  en  tais.  L'extrémité  tend  à  monter,  la 
toule  à  descendré  par  son  poids^  Finclinaison  à  être  maîii- 
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tenue.  Iu»e  je|i  e#t  xlonc  impossil^le  et  le  levier  fera  monter 
ia  tige.  P'ailieun,  eette  lendAnce  arrive  facilement  à  vain- 
cre le  poids  de  la  boule,  inférieure  et  à  ri^procher  la  barre 
de  l'horizontale  de  manière  i  ouvrir  le  passage. 

Si  au  contraire  on  relève  la  poignée  du  levier,  on  abaime 
lauire  extrémité  et  la  barre  aupérieure  tepd  à  ce  rappro- 
cher de  rhorizoniale.  La  tige,  n'est  plus  pincée  et  elle  tend 
a  redescendre.  Mais  par  cela  même  la  seconde  boule  abaisse 
par  son  poids  la  barre  inférieure  qui  reprend  son  inclinai- 
son et  pince  la  tige.  Celle-ci  ne  peut  donc  redescendre  et 
Tespace  gagné  vers  le  haut  se  trouve  conservé.  En  mAme 
temps  le  levier  s' abaissant,  puisque  son  jeu  est  redeveiui 
libre,  la  barre  supérieure  reprend  la  tige  de  plus  lias,  ei 
tout  est  prêt  pour  nue  nouvelle  opécation. 

Pour  4épresser  on  n^aura  qu'à  soulever  à  la  ibis  les  denx 
boules. 


379.  M.  Saladin  a  aussi  disposé  on  encliquetage  à  double 
effet  [PI.  XVIy  fig.  a58)  qui  fonctionne  comme  celui  de 
Lagarousse  (248). 

La  jante  d'une  roue«st  prise  entre  des  anneaux  ou  por- 
tions d'anneaux  qui  rentraineront  s'ils  la  pncent  parieur 
obliquité,  et  glisseront  librement  en  raison  de  leur  largeur 
si  on  les  maintient  normalemept  à  la  circonférence» 

Us  sont  manœuvres  par  des  bras  que  la  rotation  fait  mou- 
voir dans  deux  sens  opposés.  11  j  en  adè^  lorii  toujours  um 
pour  lequel  Tanneau  pince  la  jante  et  Tentraine,  tandis  que 
l'autre  glisse  à  sa  circonférence  sous  J'efibrt  d'un  ressort 
destiné  k  le  maintenir  normalement^  Puis  les  rôles  chim- 
gent  à  Toscillation  suivante.  L'anneau  libre  devient  me- 
nant \  mais  comme  il  a  changé  de  sens,  le  mouvement  de  la 
coue  se  continue  du  même  côté. 

Pour  desserrer  il  suffit  d'appuyer  à  la  fois  sur  les  denx 
annaux  <le  manière  à  les  redresser  iftormaleoKmt. 
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380.  Encliquetage  Dobo.  ^^  L'eneliquetage  Dobo  est 
formé  d'une  couronne  et  d'un  noyau  indépendants  Tiin  de 
Tautre  (PL  XFl,  Jig^  ^^9)'  Sur  celui-d  sont  montés  les 
axes  de  quatre  cames  pressées  contre  la  couronnç  par 
autant  de  ressoru  d'une  faible  énergie; 

Supposons  que  Ton.  imprime  à  la  couronne  la  rotation  A: 
les  choses  se  passeront  comme  le  représente  le  croquis  de  la 
came  O.  L'action  du  ressort  sera  telle  que  F,  celle  de  la 
couronne  sera  dirigée  suivant  R.  En  effet,  le  glissement 
relatif  de  la  came  par  rapport  à  la  couronne  tend  vers  le 
haut,  donc  Tangle  (f  doit  être  compté  vers  le  bas.  Ces  forces 
passent  de  côté  et  d'autre  du  point  O  et  ont  des  moments 
de  signes  contraires.  Or,  la  condition  d'équilibre  d^un  corps 
assujetti  autour  d'un  axe  fixe  est  que  la  somme  des  mo-  ' 
ménts  soit  nulle  par  rapport  à  cet  axe.  Cette  condition  est 
facile  a  remplir.  Le  glissement  relatif  peut  donc  avoir  lieu 
dans  ce  sens,  et  la  couronne  n'entraînera  pas  le  noyau,  pour 
peu  qu'une  résistance  quelconque  le  maintienne. 

Au  contraire,  si  on  agit  sur  la  couronne  dans  le  sens  II', 
la  force  du  ressort  étant  F^,  là  réaction  totale  sera  R'  et  pas- 
sera, pour  peu  que  l'angle  cp  soit  notable,  du  même  côté  de  (y 
que  F^.  La  condition  des  moments  est  dès  lors  impossible  à 
remplir,  et  le  glissement  relatif  ne  pourra  avoir  Heu  dans 
ces  conditions.  Aussi  la  couroniie  ne  pourra  tourner  sans 
le  noyau  et  l'en  traînera  malgré  les  résistances,  pourvu  que 
la  puissance  soit  suffisante.. 

On  voit  par  là  qu'un  mouvement  alternatif  de  la  cou^ 
ronne  déterminera  une  marche  progressive  du  noyau. 
Pour  desserrer  il  suffira  d'appuyer  sur  les  quatre  cames  en 
sens  contraire  des  ressorts. 

381 .  Le  même  phénomène  d'arc-boutement  pourra  se 
présenter  dans  les  engrenages.  Ce  sont  en  effet,  comme 
dans  le  cas  actuel,  deux  courbes  tangentes  assujetties  au- 
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touf  d'axes  de  rotation.  Nous  venons  de  voir  que  l'arc- 
boutement  se  produit  lorsqu'on  diminue  par  trop  l'apgle 
sous  lequel  la  ligne  des  centres  est  vue  du  point  de  contact. 
De  là  une  nouvelle  raison  plus  décisive  encore  que  la  pre» 
mièrç  (367),  pour  que  le  coptact  s'éloigne  peu  de  cette 
Iig^e,  et  que  son  lieu  géométrique  s'en  détache  aussi  nor- 
malement que  possible. 

382.  Jtrcanseur-cale.  —  On  appelle  ainsi  un  appareil 
inventé  par  M.  Blaûn  pour  permettre  le  mouvement  en 
avant  des  roues  de  charrette,  en  prévenant  toute  rétrogra- 
dation, de  manière  à  soulager  le  cheval  aux  montées.  )! 
consiste  en  un  simple  crochet  assemblé  autour  d'une  char- 
nière O  au  châssis  de  la  voiture,  et  qu'on  laisse  retomber 
par  son  poids  sur  la  jante  de  la  roue  [PL  XVI^fig.  260). 

Aux  montées  Taction  R|  se  trouve  au-dessus  du  rayon 
du  point  de  contact.  Les  moments  du  poids  P  et  de  B^  sont 
de  sens  contraire  par  rapport  à  O,  le  glissement  est  possible 
et  le  crochet  n'exerce  sur  la  jante  qu'un  frottement  insigni- 
fiant. Si  la  roue  tend  à  redescendre,  la  réaction  se  reporte 
en  Ri,  les  deux  moments  deviennent  de  même  sens  et  le 
glissement  est  impossible.  La  roue  se  trouve  ainsi  calée 
comme  par  l'efTet  d'un  sabot  (256). 


UnUTÉ  DU  FROTTEMENT. 

383.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  atta- 
chés à  présenter  le  frottement  sous  son  jour  le  plus  ordi- 
naire, c  est-à-dîre  comme  une  influence  nuisible,  contre 
laquelle  le  mécanicien  doit  lutter  incessamment  pour 
augmenter  le  rendement  des  machines*  Majs  pour  se  faire 

25 
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une  idée  complète  de  cette  force  et  de  ses  prôprîélés",  il  est 
nédessaire  dé  placer  en  parallèle  les  effets  éminennuent 
utiles  qu  on  peut  retirer  de  son  intervention. 

Je  me  contenterai  de  cî  ter  les  phénomènes  di^  la^ie  ordîr 
naire,  tels  que  la  oiiarclie,  la  préhension  des  objets,  etc., 
qui  seraient  à  peu  près  impossibles  en  Tàbsence  du  frotte- 
ment, comme  on  l'éprouve  sur  un  sol  glissaôt  ou  pour  des 
objets  huileux.  .         •  . 

Je  me  bornerai  encore  à  indiquer  la  nécessité  presque 
irréalisable  où  l'on  se  trouverait,-  dans  les  arts  de  la  con- 
struction, de  disposer  les  matcrîaus  par  plans  de  joints  ma- 
thématiquement horizontaux  dans  les  massifs,  ou  normaux 
à  la  courbe  des  forces  dans  les  vèûtes,  tandis  que  l'effet  <lu 
frottement  donne,  comme  nous  rayons  reconnu  (373) ,  une 
certaine  latitude  autour  de  ces  positions  rigoureuses. 

Arrivant  aux  macnines  proprement  dites^  je  citerai  :  les 
encliquetages  d'arc -boutèment  dont  les  fonctions  Utiles 
Sont  empruntées  directement  à  là  force  du  frottement  5 
les  rouleaux  de  friction  fondés  sur  l'adhérence  {5),  le 
dynainomètre  de  Prony  (321),  les  freins  qui  servent  à 
régulariser  le  mouvement  des  machines  (2S6)  et  pafTfois  à 
prévenir  les  plus  graves  dangers;  les  ûiachines. locomo- 
tives' dont  le  nom  seul  suffit  k  rappeler  Fimportànce. 

Je  me  suis  étendu  ailleurs  sur  la  plupart  de  ces  appareils  ; 
j'entrerai  ici  dans  quelques  développements  sur  ces  deu^ 
dernières  applications  du  frottement. 

^  384.  Locomotwe»  —  La  locomotive  est  un  véhicule  qui 
porte  une  machine  à  vapeiu»  destinée  à  lé  faire  avancer. 
Mais  celle-ci,  ne  développant  que  des  actions  intérieures, 
serait  dans  l'impossibilité  de  déplacer  son  centre  de  gra- 
vité sans  l'intervention  d'une  force  extérieure.  A  cet  efiet, 
la  machine  à  vapeur  fait  tourner  un  essieti  qui  porte  les 
roues  motrices,  et  l'adhérence  de  ces  dernières  pour  les 
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rails  détermine  la  marche  du  sptème.  Étudions  cette 
influence  de  plus  près. 

Lorsque  la  roue  motrice  est  contrainte  de  tourner  au  con- 
tact du  ràil^  il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  îl  j  âurâ 
glissement,  et  la  nmchine  patinera  sur  place,  on  il  v  aura 
roulement,  et  la  machine  s'ayancera^  de  sorte  que  sî  nau» 
nous  arrangeons  de  manière  à  rendre  le  gKsscmcTii  impos* 
sible,  le  roulement  s'ensuiTra  nécessairement.  Supposons 
donc  le  glissement,  appréci(ms  ses  conséquences  nécessaires 
et  faisons  en  sorteque  Tune  d'elles  ne  soit  pas  remplie. 

Le  mouvement  du  train  provoque  une  série  de  résistances 
(inertie,  frottement  dans  les  boites  à  graisse,  résistance  de 
Tair,  résistance  au  roulement  des  roues  de  vragon,  etc.) 
que  Ton  peut  résumer  par  une  certaineforce  T^  directement 
appliquée  en  arrière  du  train.  Si  donc  le  véhicule  patine, 
il  y  aura  équilibre  entre  cette  force  et  celley'N  qui  est  dé- 
veloppée par  le  frottement*  On  aura  alors  nécessairement 
T=/N. 

II  s'ensuit  que  si,  en  désignant  par  T©  la  capacité  totale  de 
résistance  de  la  part  du  train,  on  a 

T.</N, 
cet  équilibré  sera  impossible.  Si  au  contraire 
T.>/N, 

le  glissement  deviendra  possible.  On  pourra^  en  efiet,  dé- 
composer par  la  pensée T©  en  deux  portions^  Tune  T  égale 
àyN  pour  satisfaire  à  l'équation,  et  un  excédant  ([ui  n'aura 
pas  à  entrer  en  jeu  et  qui  sera  comme  la  résistance  indé* 
finie  dont  est  capable  un  obstacle  absolu  et  qu'il  ne  déve- 
loppe que  dans  la  mesure  nécessaire  pour  s'opposer  aux 
forces  qui  viennent  à  lutter  contre  lui.  Mais  notre  but  est 
précisément  de  rendre  le  glissement  impossible.  A'ous  de- 
vons donc  nous  placer  dans  le  premier  cas,  et  grandir  su flî- 
saminent/N. 

^5. 
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Deux  moyens  s^  présentent  pour  cel^â  en  premier  lieu, 
augmenter  /;  nijais  par  là  on  s^expo^rait  à  grandir  en 
^mème  tempsj/kt.fësîstance  To  >  car  les  roues  des  .wagons 
reposent  sur  té  ïnème  raîl  et  ressentiraient  un  accroisse- 
ment de  résistance  si  on  r^idait  le  rail  rugueux  et  résistant. 
Si  l'on  pouvait,  aU  contraire,  placer  les  wagons  sur  un  raîl 
poli  et  la  locomotive  sur  un  rail  rugueux, t)U,  pour  pousser 
les  clioses  à  l'extrême,  sur  une  crémaillète,  on  avancerait 
toujours  malgré  toutes  les  résistances^  en  employant  assez 
de  vapeur  ;  mais  sûr  un  même  rail,  et  si  le  frottement  y! est 
trop  faibl^y  un  plus  grand  développement  de  vapeur  n^aura 
pas  d^utre  effet  que  de  faire  patiner  la  macbi^e  plus  rapi- 
dement. Il  convient  cependant  de  dire  que  dans  le  cas 
exceptionnel  du  verglas^  oùfielnd  k  s'atténuer  démesuré* 
tnent,  on  lui  re^stitue  sa  valeur  ^n  laissant  écouler  du  sable 
fin  sur  lés  rails  ^  par  des  entonnoirs  placés  à  Favant  des 
roues  motrices. 

La  vraie  solution  consiste  donc  à  développer  N,  Or  la 
source  ordinaire  de  cette  force  N  fest  le  poids  dé  .la  ma- 
chine. De  là  cet  apparent  paradoxe,  qUe  le  poids  des  ma- 
chines fait  leur  puissance,  tandis  que  celui  des  wagons  crée 
la  résistance.  II  convient  donc,  lorsqu'une  locomotive  est 
construite  et  destinée  à  exercer  de  fortes  tractions,  d'uti- 
liser pour  ceik  tout  son  poids.  De  là  pour  les  machines  de 
marchandises  l'usage  des  bielles  d'accouplement  (170),  qui 
rendent  toutes  les  roues  de  la  locomotive  solidaires  avec 
celles  que  manœxivre  directement  la  vapeur:  principe  fort 
simple  que  Ton  pourrait  étendre  aux  roues  du  tender  etdes 
wagons,  si  l'on  ne  créait  par  là  dans  le  train  une  rigidité 
qui  s'opposerait  à  son  passage  dans  les  courbes.  On  ren- 
contre donc  pour  ce  mode  d'action  une  limite' çxpriniée  par 
/*P,  si  P  est  le  poids  maximum  qui  puisse  être  utilisé,  et 
qui  se  réduit  ordinairement  à  celui  de  la  locomotive. 

Cependant  M.  le  baron  Séguier  a  proposé  un  artifice  qui 
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le  toute  limite  pour  l'adhérence /N  que  l'on  veut 
.  Dans  ce  système,  outre  les  rails  principaux  et/ les 
lOtricêSy  on  emploie  un  rail  a^uciliaire  et  deux  galets 
Ltaux  pressés  contre  lui  }atéralemeut  par  des  ren- 
lovier  communiquant  avec  Tat^elage  même  du 
L'adhérence  varie  alors  en  raison  de  la  tension  de 
^e,  et  par  suite  elle  augmente  indéfiniment  avec  la 
Lce  à  surmonter. 

Frein,  —  L^utilité  du  frein  consisté  à  développer 
aent  une  grande  quantité  de  travail  résistant  ca- 
le détruire  une  quantité  équivalente  de  force  vive^ 
irée  dans  un  cas  donné  comme  nuistUe.  Ce  travail 
à  Tiniervention  du  frottement.  Nous  avons  dis- 
à  cet  égard  deux  modes  différents  (286),  suivant 
m  des  corps  était  au  repos,  ou  que  tous  les  deux  sont 
s.  Mais  au  point  de  vue  dynamique  (347),  ces  deux 
sont  équivalents  et  nous  pouvons  noUshornér  à  cou- 
le premier, 

crémier  genre  constitue  le  frein  de  translation  (sabot, 
Laîgnel)  (256).  Posons  l'équation  des  forces  vives 
le  commencement  de  l'action  jusqu'à  l'arrêt 

a 
m  désigpant  par  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse, 

«==--,•  —  =  Hcotf. 

sera  la  distance  parcourue  sous  l'action  du  frein, 
avoir  en  outre  le  temps  écoulé,  nous  poserons  Féqua- 
u  mouvement  rectiligne 

dt~        M  ~      ^^' 
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d'où,  eu  faisant  »*  3=  o, 

On  rennarquera  la  relation  qui  a  ]ieu  ici,  ix>iBihe  du  reste 
dans^  tout  mouvement  uniformeâient  varié,  entre  l'espace 
et  le  temps 

a  '        ...•••■ 

la  nàème  que  si  lemouvement  devenait  uniforme  aVeç  une 
vitesse  moitié  de  la  proposée. 

Le  second  genre  est  le  frein  de  rotation  (frein  des  vo- 
lants} (256).  Posons  encore  l'équation  des  forces  vives  de- 
puis Tinstant  dont  la  vitesse  qu'il  s'agit  de  détruire  est  Q 
jusqu'à  l'arrêt.  Soit  R  le  rayon  du  volant  que  l'on  peut 
assîttiiler  à  son  rayon  de  giration  et  V  la  vitesse  à  la  cir- 
conférence, il  viendra 

«-MR>û»==— /NR.a, 

MRh'  ' 

■  "  .  a  "•'•"  — — —  • 

2/JS  .     • 

Pour  avoir,  en  outre,  le  temps  deTarrêt,  nous  poserons 
l'équation  de  la  rotatioa 


'Si 

^»          /N.R  _       /N 

MR  ' 

d'où,  en  faisant  »  ==  0,            ' 

-  ^      MRn       V  M 

^       /N        /-n'       ' 

on 

aura  encore  entre  ces  deux  éléments  la 

2 
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On  remarquera  Tanalogie  complète  de  ces  deux  séries  de 
formules,  qui  montrent  que  le  mode  d'action  des  freins 
fondée  spp  le  frottement  des  corps  Solides  diffère  peu  au 
fond  avec  le  dispositif.  Il  est  donc  inutile  de  traiter  avec 
dés  formules  qui  seraient  plus  compliquées  dam  leur  forme, 
m^is  nécessairement  intermédiaires  dans  leur  rcsultar,  les 
appareils  du  troisième  genre  qui  compreniient  les  freins 
mistes  dans  lesquels  les  pièces  sont  animées  de  niouvo- 
ment^  différents  de  translation  et  de  rotation  (manivelle 
des  voitures,  frein  des  wagons)  (257). 


•9ii( 


S  m. 

MOUVEMENT  LOUVOYANT. 


•V 


386.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  froticmciit 
exerce  une  influence  tantôt  utile,  tantôt  nuisible.  Le  plus 
ordinairement  on  se  trouve  dans  ce  dernier  cas,  et  Ton  a 
à  lutter  contre  lui  pour  la  production  d'effets  déterminés. 
Or,  on  peut,  en  se  fondant  simplement  sur  les  lois  qui  le 
r^'ssent,  indiquer  une  manière  de  tourner  la  difficulté  eu 
évitant  en  quelque  sorterde  l'attaquer  de  front- 

Nous  savons  que,  pour  une  pression  mutuelle  donnée  N, 
il  se  développe  un  frottement  dont  l'intensité^  N  csl  assi- 
gnée sans  que  n'en  puisse  Tinfluencer.  Au  contraire,  la  di- 
rection de  cette  force  reste  à  notre  disposition,  car  eUe  est 
opposée  au  glissement  relatif,  que  nous  restons  maiircs  d'ef- 
fçqtuer  dans  une  direction  arbitraire.  Si  donc  Tobjct  que 
roh  a  en  vue  est  de  produire  un  mouvement  relatif  dans 
une  direction  déterminée  A,  nous  reffectuerons  dans  une 
autre  B  notablement  inclinée  sur  la  première.  Lt;  frotte- 
ment sera  placé,  par  cela  même,  suivant  la  direction  13  j  et 
se  décomposera  en  vue  force  notable  perpendicnlaire  à  A 
et  une  peu  considérable  suivant  A  lui-même.  La  résisiaucc 
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directe  à  la  pénétration  dans  ce  sens  se  trouvera  par  là 
sensiblement  atténué€f.  A  la  yéîpilé,  la  grandeur  de  cette 
pénétration  sera:  diminuée  dans  le  mènie  rapport,  mais  si 
Ton  se  trouve  dans  un  cas  où  Ton  n'ait  pas  à  se  préoccuper 
de  l'étendue  du  mouvement  à  produire,  il  ne  résultera  de 
cette  manière  d'opérer  aucun  inconvénient  à  lûettre  en 
parallèle  avec  l'avantage  obtenu. 

387.  Quelques  exemples  sont  nécessaires  pour  bien  feîre 
saisir  le  principe  précédent.  J'en  donnerai  d'abord  de  très- 
simples,  d'autant  plus  propres  à  faciliter  cette  intelligence. 

Une  lame  tranchante,  telle  qu'un  couteau,  se  comporte 
comme  un  coin  pour  disjoindre  les  deux  parois  de,  la  fente 
dans  laquelle  on  engage,  son  arête.  L'effet  utile  est  alors  la 
pénétration  verticale  de  cette  lame*  C^endant  on  se  garde 
d'appuyer  dîrecteniènt,  et  au  contraire  on  retire  instinctive- 
ment la  lame  à  peu  près  horizontalement.  Plus  cette  trans- 
lation est  rapide  pour  un  faible  enfoncement,  plus  la  cou- 
pure se  fait  avec  facilité.  On  peut  même  arriver  ainsi  à 
entailler  une  matière  tendre  avec  des  corps  mal  disposés 
pour  un  tel  effet ,  tels  que  le  tranchant  des  rdseaux^  des 
feuilles  de  papier,  etc. 

Lorsqu'on  veut  enfoncer  un  boUchon  dans  un  goulot,  ou 
une  cheville  dans  un  trou^  ou  inversement  retirer  un  clou  de 
son  logement,  l'effet  utile  est  encore  la  pénétration  ou  la 
sortie  directe  de  l'objet.  Cependant  on  n'obtient  aucun  ré- 
sultat en  agissant  suivant  ce  sens  lui-même.  Au  contraire, 
on  engage  ou  on  dégage  assez  facilement  l'objet  en  lie  tour-  * 
nant  au  fur  et  à  mesure  qu'où  exerce  la  pression. 

388.  Embrayage  à  cônes  de  friction, — J'envisagerai 
comme  dernier  exemple  un  véritable  organe  de  machines, 
l'embrayage  à  cônes  de  friction.  Il  se  compose  (233)  de 
deux  côjaes,  l'un  plein,  l'âittre  creux,  qui  s'entraînent  rau- 
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tuellement  par  adhérence.  On  peut  constater  par  expé- 
rience que  cet  embrayage,  très-efficace  pendant  la  marche, 
foDCtionne  mal  pour  faire  partir  les  pièces  ensemble.  L'ex- 
plication de  ce  fait  Ta  se  trouver  encore  dans  le  principe 
précédent. 

En  effet,  ce  qui  produit  la  conduite  est  l'adhérence. 
Elle  a  pour  limite  la  force  dé  frottement  proportionnelle 
à  la  pression  nuituelle.  Celle-ci  est  due,  d'autre  part,  à  la 
déformation  élastique,  et  par  suite  à  la  quantité  de  péné- 
tration au  delà  du  contact  géométrique.  C'est  donc  cette 
pénétration  qui  forme  l'effet  utile  à  produire.  Or^  quand 
on  embraye  au  repos,  c'est  par. enfoncement  direct  et  l'on  a 
à  lutter  contre  la  totalité  du  frottement.  Si  on  embraye,  au 
coiitraire,  pendant  la  marche,  on  louToie  comme  nous  l'a- 
vons expliqué,  et  l'enfoncement  .rencontre  d'autant  moins 
de  résistance  que  la  rotation  est  plus  rapide. 


S  IV. 


GRAISSAGE. 


389.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  cherché  à  atténuer 
les  inconvénients  du  frottement,  en  considérant  son  in- 
tensité ^N  conune  imposée  par  les  circonstances  et  cher- 
chant seulement  à  tourner  la  difficulté  pour  échapper  à 
son  influence.  Mais  ce  moyen  reste  fort  circonscrit  dans 
ses  applications,  et  uii  principe  beaucoup  plus  pratique  con- 
siste à  diminuer  celle  intensité  pour  des  forces  données  N^ 
en  atténuant  le  coefficient  y.  Nous  avons  vu,  en  effet  (333), 
qu'il  suffisait  pour  cela  de  rinterposîtion  d'un  corps  gras 
entre  les  surfaces  glissantes.  U  me  reste  à  indiquer  som- 
mairement les  principaux  moyens  auxquels  on  peut  pour 
cela  avoir  recours.   ,  .      ^* 
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390.  On  emploie  Phuile  d'olive  pour  Thôi^logerie,  ceUe 
cjè  pied  de  bœuf  pour  les  maclihiés  et  les  cuirs  ;  les  graisses 
solides,  le  saiïtdoux^! pour,  les  roues  de  chemin  de  fer^  afin 
d'éviter  le  balloUement  de  l'huile.  Ayec  ces  derniers, >à  la 
vérité,  on  ne  lubrîfieles  surfaces  que  quand  la  température^ 
a  été  élevée  pàf  le  frottement  jusqu'à  celle  de  la  fusion 
de  la  graisse,  de  sorte  qu'on  remédie  au  mal  au  lieu  de 
le  prévenir^  On  emploie  encore  le  suif  pour  les  bois^  le 
làle  pour  les  cuirs  Secs;  Il  convient  enfin  d'ajouter  à  cette 
nomenclature  l'eau  et  l'air  comprimés^:  que  M.  Girard  a 
proposé  d'injecter  entre  les  patins  de -chemin  de  fer  et  les 
rails  pour  supprimer  radhérence  du  fer  poulie  fer  (f). 

Il  est  important  de  renoi^véler  les  enduits  de  temps  en 
temps.  Les  huiles  sont  siccatives  et  tendent  à  s'épaiftsir, 
et  la  chaleur  peut  les  charbonn^,  L'u&ure  y  mélange  des 
poussières  métalliques  qui  les  transforment  en  une  ^àte 
noire  plus  nuisible  qu'utile  appelée  cambouis.  Le  graissage 
permanent  est  encore  préférable  au  renouvelletnent  des 
enduits.  En  atténuant  notable^ient  (353)  le  frottement  et 
prévenant  Télévation  de  température,  il  a  seul  rendu  pos- 
sibles les  vitesses  tout  à  fait  exceptionnelles  pour  les  pièces 
tournantes. 

391.  Le  moyen  le  plus  élémentaire  consiste  à  disposer 
sûr  les  pièces  des  trous  munis  d'entonnoirs  dans  lesquels 
le  mécanicien  verse  quand  il  le  juge  à  propos,  et  à  l'aide 
d'une  burette,  de  l'huile  qui  pénètre  dans  les  mécanismes. 

On  améliore  ce  procédé  en  faisant  jouer  les  pièces, 
comme  dans  le  stuffing-hox  (34),  au  contact  d'éioupes 
qui  retiennent  par  capillarité  l'huile  que  l'on  y  verse  de 
temps  en  temps. 


(*)  On  trouvera  .dans  le  Diôdonnaire  des  Arts  et  Manufactures^  au  mot 
Craissaçe,  les  recetfes  d'un  assez  grand  nombre  de  mélanges  employés  dans 
les  ateliers.  Gies  détails  nous  écarteraient  par  trop  de  notre  objet. 
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Oa  obtient  u  a  effet  plus  régulier  dans  Je  palier  grais'^ 
seitr[36)^  en  disposant  rétôupe.ou  la  filasse  en  forme  de 
palmier  dooi  la  ciroDnférence  >'^panouit  danis  Thuile  et 
dont  la  tigç  pénètre  à  un  uiveau  inférie&r  au  traters  d!uii 
tube  d'écoulement  [Pè.  XFJ,Jlg,  261).  Cqluî-ci  abo^tit 
klapatteifaraignée,  double  r^iinqre  en  forme  d'hélice 
qui  répartit  Thuile  n^ontée  par  capillarité  et  redescendobe 
parson  poids,  sur  toutes  les  génératrices  du  coussinet. 

Le  procédé  du  re/éf^eme/zf  consiste  à  disposer  ^u-dessous 
de  l'arbre  tournant  un  bain  d'huile  qu'une  cause  quel- 
conque remonte  incessamment  k  la  partie  supérieure.  Dans 
le  système  DecosteTy  le  releveùr  est  un  disque  monté  sur 
l'arbre.  Il  plonge  dans  l'huile  par  sa  partie  inférieure,  que 
la  rotation  appelle  incessamment  à  redevenir  la  partie 
supérieure  lorsqu'elle  s'est  imprégnée  d'ime  couche  d'huile 
que  son  poids  feit  couler  sur  Taxe. 

Dans  le  système  Cailj  l'arbre  porte  simplement  un  léger 
renflement  cylindrique  et  l'huile  vient  y  affleurer,  ce  qui 
dispense  d^un  bain  profond. 

Dans  le  sys^tème  HermanUy  un  bouchon  de  liège  flotte 
sur  l'huile  et  y  est  maintenu  au-dessous  de  son  niveau 
par  rarbi*e  contre  lequel  il  bute  à  sa  partie  supérieure. 
L'adhérence  le  fait  tourner  avec  l'arbre  qu'il  imprègne 
constaniment  de  l'huile  dont  il  est  baigne. 

Lorsque  l'appareil  est  caché,  comme  dans  le  marteau- 
pilon,  on  a  récours  à  l'injection.  Dans  ]e  système  Farcot^ 
chaque  coup  de  piston  manœuvre  une  petite  pompe  à 
huile  qui  injecte  Une  faible  quantité  de  liquide  à  l'inté- 


rieur. 


Le  graissâgç  absolument  permanent,  qui  consiste  à  faire 
jouer  le  mécanisme  dans  un  milieu  ambiant  d'huile,  est 
évidemment  le  meilleur.  On  le  réalise  dana  la  tige-'Gor' 
gone  (164)  en  remplissant  d'huile  la  tige  creuse  du  piston 
dans  laquelle  j Que  l'articulation  de  la  bielle. 
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On  le  rencou^tre  encore  dans  les  crapaudines  nojrées  des 
turbines  Girard.  Elles  sont  installées  au  fond  de  Peau.  Une 
petite  cloche  les  recouvre,  et  Tony  fait  pénétrer  l'huile  de 
manière  à  chasser  l'ean,  à  Taide  de  la  pression  hydrosu- 
tique  d'une  colonne  d'huile  plus  élevée  que  le  bief  d'im- 
mersion,^ pour  avoir  égard  à  la  différence  de  densité  des 
deux  liquides,  ^ 
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CHAPITRE  ÏXIV. 

RÉSISTANCE  AU  ROULEMENT. 


»    SI- 

LCHS  DE  LA  RÉSISTANCE  AU  ROULEMENT. 

392.  Les  lois  de  la  résistance  au  roulement  ont  été  étu- 
diées par  Coulomb,  et  depuis  par  M.  Morîn  et  M.  Dupuit. 

Le  fait  fondamental  consiste  en  ce  qtie  la  réaction  subie 
par  un  corps  roulant  ne  passe  pas  par  lé  point  de  contact 
géométrique  des  deux  surfaces  (  *  ) . 

L'observatioti  décisive  qui  le  montre  est  la  suivante.  Si 
un  rouleau  est  placé  en  repos  sur  un  plan  horizontal 
{PL  IVyfis-  58),  et  sollicité  par  une  force  horizontale  et 
perpendiculaire  à  sa  génératrice,  il  ne  s'ébranlera  pas  si 
cette  forcé  n'a  pas  une  înlensîté  sufBsante.  Un  pareil  équi- 
libre s'exprime  par  F  équation  des  moïnents  relative  à  la 
génératrice  de  contact.  Mais  le  poids  la  rencontre  et  n'a 
pas  de  moment  ;  il  n'en  reste  par  suite  que  deux,  celui  de  la 
puissance  et  celui  de  la  réaction  fictive  qui  tient  lieu  de 
toutes  les  forces  moléculaires^  Lé  moment,  et  par  suite  le 
bras  de  levier  de  celte  dernière,  h*est  donc  pas  nul,  de  sorte 


(*)  Un  pareil  énoncé  peut  surprendre  au  premier  abord,  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  que  les  forces  dont  nous  parlpns  dans  les  théorieft  actuelles  sont 
des  résultantes  hypothétiques  qui  n'ont  pas  nécessairement  d^existence  abso- 
lue. Dans  la  réalité,  il  n^y  a  pas  non  plus  un  point  de  contact,  mais  une 
petite  zoAB  dont  toutes  les  parties  entrent  enjeu  de  diverses  manières. 
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que  cette  force  ne  peut  être  considérée  comme  rencontrant 
la  génératrice  de  contact.  Ellef  passe,  au  contraire,  à  quelque 
distance  en  avant  dans  la  direction  du  mouvement  qui 
tend  à  naître,  puisque  son  moment  doit  être  de  signe  cou* 
traire  à  celui  de  la  puissance  qui  agit  dans  ce  sens. 

Cette  réaction  peut  être  décomposée  en  deux,  Furie  tan- 
gentielle  T  et  Tautre  normale  N.  La  première»  n'est  pas 
soumise  à  une  loi  précise  comme  pour  le  glissement,  elle 
est  seulement  moindre  que  la  valeur  du  frottement,  et  di- 
rigée en  arrière  du  mouvement 

\     .T</N.  .   •       •      *     - 

393.  La  réaction  normale  passe  à  une  distance  co/t- 
stante  A  du  point  de  conta.ct  géométrique^  et  en  avant 
comme  nous  l'avons  vu.  C'est  la  loi  fonds^mentale  de  la  ré- 
sistance au  roulement  sous  sa  forme  la  plus  absolue.  Mais 
cet  énoiicé  exige  encore  quelques  tempéraments. 

Dans  le  repos  la  distance  n'est  pas  déterminée.  Elle  peut 
prendre  toutes  les.  valeurs^epuis  zéro  jusqu'^  la  limite  A. 
Il  est  en  outre  probable,  en  Tabsence  de  données  précises, 
que  cette  distance,  lorsqu'il  s'agit  de  démarrer,,  est  un  .peu 
supérieure  à  la  valeur  constante  qu'elle  conserve  pendant 
le  mouvement - 

il  ne  senible  pas  que  l'influence  de  la  forme  de  la  sur- 
face dans  le  sens  transversal,  comme  la  largeur  de  la  jante 
des  roues,  doive  être  absolument  dénuée  d'influence;  ce- 
pendant on  n'a  rien  constaté  de  piécis  à  cet  égard. 

La  forme  dans  le  sens  longitudinal,  par  exemple  la  cour- 
bure du  rouleau,  ne  paraît,  d'après  les  expériences,  exercer 
aucune  action  sur  la  valeur  de  A.  Cependant  cet lîe  consé-- 
quence,  vraie  pour  les  limites  dans  lesquelles  ont. été  faites 
ces  expériences  et  qui; sont  celles  de  la  pratique,  ne  doit 
pas  être  prise  dans  un  sens  absolu.  Car  si  l'on  imaginait, 
pour  pousser  les  choses  à  l'extrême,  un  rouleau  tellemeujl 
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mince^  que  son  rayon  fùt.tnoindre  que  A,  la  force  cesserait 

de  lui  éù:e  appliquée.  ^ 

La  distance  A  est  doublement  spécifique.  On  ne^  doit 
p^is  oublier  qpe  ce  n'est  pas  un  nombre  abstrait  comme/, 
ou  un  angle  comme  <f,  mais  une  lotiguéur  métrique. 

On  peut  citer  à  cet  égard  les  valeurs  suivantes  : 

m     ■ 

Aoulean  de  fonte^  granit  uni A==  o,opio 

Rouleau  d^otme,  bois  de  galac  parfai^ment 

dressé..  •••. 0,0010 

Rouleau  d'orme,  chêne  parfaitement  dressé . . .  •  o , 00 1 6 

Rouleau  -d'orme,  pavé  uni • .  é o  ,0074 

Roues  en  fonte,  fer  en  saillie,  graissage  con- 
tinu...  - 0,0010 

Roues  en    fonte,  fer  en  saillie,  graissage  or- 
dinaire.   0,0012 

Roues  en  fonte,  fer  à  plat ....  o,oo35 

Roues  en  fonte,  bois  en  sailtie. .  • o ,oo23 

Roues  jante  en  fer,  chêne  brut 0,0102 

Roues  jante  en  fer,  payé  bien  entretenu,  au  pas.  0,01 85 
Roues  jante  en  fer,  pavé  bien  entretenu,  au  trot.  o,o238 
Roues  jante  en  fer,  empierrement,  état  parfait.  o,oi5o 
Roues  jante  en  fer,  empierrement,  état  ordi- 
naire...   o,o4i4 

Roues  jante  en  fer,  sable  et  cailloutis  nouveaux.  o,o634 


r  EXEMPLES. 

394.  Mise  en  roulement  ou  en  glissement.  —  La  pre- 
m,ière  question  à  résoudre  est  celle-ci  :  un  corps  étant  sol- 
licité en  avant  (PL  IV^  Jlg.  Sp),  se  meltra-t-il  à  rouler  ou 
à  glisser?  Chacun  de  ces  mouvements  provoque,  pour 
prendre  naissance,  une  résistance  que  nous  savons  déter- 
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min€r.  Si  nous  imaginons  que  la.  puissance  ,iïrobse  à  partir 
de  zéro,  elle  ne  produira  d'abord  aucun  ntèk^ement;  puis, 
dès  qu'elle  aura  atteint  la  plus  petite  de  ces  résistances,  elle 
la  surmontera  et  le  mouvement  correspondant) se  produira. 
Il  s'agit, donc  de  calculer  ces  deux  résistances  et  de  recon- 
naître laquelle  est  la  plus  petite. 

Si  nous  supposons  d'abord  le  glissement,  la  riSaction  tàn- 
gentielle  sera  égale  à  /*N.  En  projection  -liorizônlale  la 
réaction  normale  et  le  poids  disparaîtront,  el#  restera,  «n 
désignant  par  P  la  puissance, 

•-.    ,      '    ..    ^=f^'    :        -  -^-•. 

Si  nous  supposons,  au  contraire^  le  roulement,  et  que 
nous  prenions  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact, 
le  poids  et  la  réaction  tangentielle  qui  passent  par  ce  point 
disparaîtront  et  il  restera 

P/?  — NA  =  o, 

P=r-N. 
P 

On  aura  donc  roulement  ou  glissement  suivant  que 

,.■,    '•     ^^     :  ■■ 

OU 

c'est-à-dire  suivant  que  la  puissance  se  trouvera  au-dessus 
ou  au-dessous  d'un  certain  point  spécifique  K.  C'est  celui 
où  la  verticale  du  point  de  contact  géométrique  est  ren- 
contrée par  une  droite  BK  qui  serait  n^née  par  le  point 
d'application  effectif  B,  comme  devrait  l'être  une  réaction 
totale  de  glissement,  c'est-à-dîré  sous  l'angle  de  frotte- 
ment ç. 

.  395.  Transport  sur  rouleaux.  —  Pour  montrer  l'in- 


1^. 
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fluencede  la  résistance  au  roulemeiUKl^ns  Tëquilibre  ou  )e 
mouvement  uniforme  des  machines,  nous  prendrons  eom^lne: 
exemple,  le  transport  des  matériaux  à  Taide  de  rouleau^ 
d'interposition  (6). 

Si  nous*  écrivons  pour  le  premier  rouleau  (PL  JV^ 
fig,  60)  Téquation  de  projections  verticales,  en  faisant  abs- 
traction de  son  poids^  qui  est  insignifiant  vis-à-vis  de  celui 
du  madrier  ou  dé  la  pierre  de  taille  que  Ton  transporte, 
il  viendra 

li'é(|uation  desmoments relatifs  au  point  A  sera  d>îll'eursf 

2r.T=:NA4-N'A'  =  N(AH-A'j.. 


L'autre  rouleau  donnerait  de  même  '        \"^?!?5)V 

2r.T».=  N.(A-4-A'),  ' 

en  employant  les  mêmes  coefficients,  puisque  les  substances 
sont  les  mêmes»  Il  vient,  en  ajoutant  ibembre  à  mertibre, 

^     ..         ar(T-MO  =  (N-FNO{A  +  A'). 

D  un  autre  côté,  si  nous  écrivons  pour  le  madrier  les  équa- 
tions de  projections  horizontales  et  verticales,  comme  les 
forces  qu'il  subit  de  la  part  des  rouleaux  sont  égaler  et  con- 
traires à  celles  qu'il  leur  imprime,  nous  aurons 

T+Ti=P, 

de  sorte  que  Péquatîon  précédente  devient 
2r.P  =  Q(A-t-A') 

et  fournit  le  rapport  de  la  puissance  a  la  résistatice, 
P_A4-y 

26 


I'' 
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L'avantage  dç  ce  mode  de  transport  sur  le&  traîneaux 
consiste  en  ce  qu'on  pourra  facilement  avoir 


îr 


<A 


car  les  coefficients  A  sont  en  général  très*faibles,  et  en 
outre  on  dispose  de  r.  On  pourra  donc  réduire  la  résistance 
autant  qu'on  le  voudra  en  employant  des  rouleaux,  d'un 
assez  grand  diamètre* 

396.  Arrêt  spontané  du  roulement.  —  Pour  montrer 
Finfluence  de  la  résistance  au  roulement  dans  le  mouve- 
ment variée  nous  prendrons  comme  exemple  le  ralentisse- 
ment et  Tarrêt  d'un  corps  rond  homogène  lancé  en  routant 
sur  un  plan  horizontal  [PL  IV^fig.  58). 

Le  mouvement  d'un  solide  peut  toujours  être  décomposé 
en  une  translation  commune  au  centre  de  gravité  et  une 
rotation  sui*  ce  centre.  Ce  point  se  meut  d^ailleurs  comme 
s'il  condensait  toute  la  masse  et  que  toutes  les  forcés  y  fussent 
transportées.  Dans  le  cas  actuel,  son  mouvement  est  reçti- 
Ijgne,  et  par  conséquent  la  force  centripète  ou  la  somme 
des  projections  de  toutes  les  forces  sur  la  normale  doit  être 
nulle  : 

Quant  à  l'équation  de  ce  mouvement  r^ctUigne,  elle  sera 
dv  T 

—  ss  —  — • 

dt  M 

En  second  lieu^  le  corps  tourne  sur  son  centre  de  gravité 
comme  si  ce  point  était  fixe.  Nous  aurons  donc,  par  le 
théorème  des  rotations  autour  d'un  axe  fixe, 

"57  ~     m7~' 
si  p  désigne  le  rayon  de  giralîon.  Enfin,  comme  le  mouve- 
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ment  est  un  roulement  simple,  la  vitesse  tle  glissement, 
c'est^-*dire  celle  du  point  de  contact,  doit  être  nuUe.#Ma]s 
eUe  se  compose  de  la  translation  p  en  avant  et  de  la  rota- 
tion rcd  en  arrière  ^  donc' 

lU  dt' 

Si  maintenant  nous  effectuons  rélimînation,  il  viendra 

•  dv  ^  r^ 

r^ 

«'r^+p^ 

Si  donc  6  désigne  la  durée  totale^  nous  aurons,  pour  p'z^  o, 

g       rA. 


En  supposant,  par  exemple,  un  rouleau  :  p'  =  — 


2 


on  aurait  de  même  pour  une  bille  :  p^^-^r^,  ' 


5  ^  g' 


et  ainsi  de  .suite. 


3191.  Oscillations  d* un  corps  rond  dans  un  angle 
dièdre,  —  Nous  étudierons  encore  un  phénomène  souvent 
employé  poiir  manifester  la  rapidité  avec  laquelle  la  résis- 
tance aii  roulement  éteint  le  mouvement.  Je  supposerai 
dqux  plans  inclinés  également,  mais  en  sens  inverse  à  partir 
d'une  horizontale.  Un  corps  fond  descend  dan?  cet  angle 
■         -■  26. 
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dièdre,  remonte  sar  le  côté  opposé,  redescend  et  exécute 
ainsi^une  série  d^oscillatîons,  à  la  suite  desquelles  on  le  voit 
rentrer  dans  le  repos.  Pour  analyser  ce  genre  de  mouve- 
ment, j'écarterai  l'influence  du  choc  qui  se  produit  au  fond 
de  Tangle,  en  y  supposant  un  petit  congé  de  raccordement 
d'un  rayon  supérieur  à  celui  du  corps  rond,  et  dont  je 
négligerai  d'ailleurs  Tinfluence. 

Commençons  par  étudier  les  circonstances  du  mouve- 
ment descendant.  En  reprenant  exactement  les  raisonne- 
ments du  problème  précédent,  nous  obtiendrons  ces  quatre 
équations  dans  lesquelles  j  désigne  Taccélération  du  centre  : 


N  = 

rMgrCOSÎ, 

j  = 

Mgr  sin  I  — 

T 

M 

<f» 

Tr  —  NA* 

dt  ~" 

Mp^       ' 

7  = 

df^ 

r — • 
dt 

On  en  lire,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  /,    ^ 
Tr' — MfrÂcosi  T 


d'où 


et  par  suite 


_      __    p'  sîn  I  H- M  cosi 
T=  Mff! — ■      M, 


y=.,^;:^,(sin/«^cos/]. 

Il  faut  avant  tout  que  1^  mouvement  puisse  prendre  nais- 
sance et  s'effectuer  par  roulement  simple.  La  première  con- 
dition exi^eque  Pinclinaison  i  soit  supérieure  à  la  limite  /#, 
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^aur  laquelle  on  aurait  j  :;=  o^ 

'    ,         .    .       à       \  • 

sm/t' cos/«  =  04 

'    r  •         .         • 

A 
langtt  =r  — . 

Ep  seeoad  lieu,  pour  que  le  mouvement  soit  un  roulement 
simple,  il  faut  que  la  réaction  tangeniielle  soit  moindre^ 
que  celle  qui  se  développerait  dans  le  glissement  (392),  et 
pour  cela  que  rinclinaison  soit  inférieure  à  la  limite  if, 
qui  donnerait 

T=:/N,. 

c'est-fi^rdire. 


p»  sin  I,  -f-  /-A  cos I,        ^^, 


cos/. 


■p 


tang^=-^A_21LJ -, 

«e  qui  exige  encore  que.  ù  soit  assez  faible  pour  ne  pas 
rendre  cette  valeur  négative.  Supposons  donc  Tinclinaison 
comprise  entre  ces  deux  limites  et  poursuivons. 

Pour  passer  de  Tétude  de  la  descente  à  celle  du  mouve^ 
ment  ascendant,  nous  remarquerons  que  dans  le  mouve- 
ment rectiligne  la  composante  tangentielle  du  poids  M^  sin  i 
devient  retardatrice,  et  figurera  par  suite  avec  un  signe 
contraire.  Quant  au  rèle  de  la  composante  normale  M^cos/,. 
il  n'a  pas  varié.  Il  nous  suffira  par  suite  de  changer  le  signe 
de  i  pour  obtenir  la  formule  du  mouvement  ascendant. 
Nous  trouvons  ainsi  en  valeur  absolue 

Ainsi-  dom;,  chaque  mouvement  descendant  sera  uni- 
formément accéléré  avec  l'accélération  7  et  chaque  mouve- 
ment ascendant  uniforméin.ent  retarxlé  avec  T  accélération  7', 
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que  nous  considérerons  dorénavant  comme  des  qiianûlés 

connues. 

398.  Envisageons  de  suite  la  n'"'""  descente  quî  s'effectue 
avec  l'accélération  tangenlielle /,  et  sans  vitesse  initiale,  à 
partir  de  son  poiiit  le  plus  haut.  Si  /„  désigne  la  longueur 
à  parcourir  et  i/^  la  vitesse  finale  lorsque -cette  longueur  est 
parcourue,  on  aura,  en  invoquant  les  formules  élémen- 
taires du  mouvement  uniformément  varié, 

La  montée  suivante  s'effectue  avec  celte  vitesse  initiale  et 
l'accélération  tangenlielle  j\  Elle  s'étendra  donc  jusqu'à 
la  distance 


On  tire  de  là 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

tang^' 

A 

r 

•^         langf 

a' 

H 

r 

on  obtient,  pour  déterminer  /,  l'équation  aux  différences 

Unies 

d'où  l'on  déduit 

En  effet,  cette  équation,  attribuant  un. rapport  constant  aux 
termes  successifs,  indique  une  progression  géamétrique, 
qui  est  d'ailleurs  décroissante,  puisque  A:  est  inférieur  à 
l'unité. 

Évaluons  d'après  cela  le  chemin  total  L.  La  première 
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longueur./  est  parcourue  seuleoicnt  de  haut  en  bas,  eliacuoé 
des  autres  Test  dans  le$  deux  sens.  Ou  peut  donc  écrire 

L-+-/  =  a(/4-/.-4-/,-4-/5-*-...) 

d'où 

il  ,       H- ^  ,       r/langi 

JL,  = ,—- (:=: .   l  = , 

I  —  ^'  i  —  k  à 

expression  fort  simple  qui  dépend  du  diamètre  du  corps 
rond,  mais  nullement  de  sa  constitution  physique  repré- 
sentée par  le  rayoQ  de  giration  p. 

Évaluons  de  même  la  durée  totale  du  mouvement.  On  a, 
pour  la  montée  du  n^**'  trajet, 


-Vr-Vf' 


le  temps  de  la  descente  de  ce  trajet  sera  de  même 


f'  =  *' 


J 


et  leur  somme 


'-''Hi-^^y 


On  aura  donc  pour  la  durée  totale  T,  en  remarquant  ct»mme 
tout  à  rkeure  que  le  premier  trajet  comprend  seulement 
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que.  nous  considérerons  dorénavant  eoip  | 
connues.  /  / 


398,  Envisageons  de  suite  là  n'^"**  'H  ^ 
avec  l'accélération  langenlielle  7,  e  /|^ 
partir  de  son  poinjt  le  plus  haut./  i  ^ 
à  parcourir  et  9^.  la  vitesse  final  /    i  :  f 
parcourue,  on  aura,  en  invr         "  * 
taires  du  mouvement  unifo 


La  montée  suivante  s' 
l'accélération  tangc 
la  distance 


On  tire  de  là      ,    .    . 


Si  Ion  ^j,_^j 


^  Pc^^^^^  ^^^^^t^  —  Supposons  enfin  un  corps 
^^  rayon  r  roulant  dans  Tînlérieur  d'un  cylindre  de 
flndoQ  horizontal  de  rayon  R,  et  cherchons  à  détermi- 
^  /-  loi  de  ses  oscillations, 

la  seule  différence  que  présentera,  avec  le  cas  précédent» 
I,  mise  en  équation  du  problème  consiste  en  ce  que  la  force 
^otrîpète  n'est  plus  nulle,  comme  dans  le  mouvemçnltec- 
jjjîgne,  mais  a  pour  valeur 

te  qui  donne)  en  désignant  par  1  l'inclinaison  variatle, 
N  =  Mg^cosi -+-M . 


%. 
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nn  terme  de  plus  dans  réquatîon  qui 


•-h  A' 

r-^4-p'     ' 

n  = 

rA 

/•'-hp^' 

Ô  = 

/  --  arc  lang  -  ♦ 

r/f; 

=  ^' 

ci n  II    -                        if 

/^ 

«'"«         R_," 

.iidra 


Comme  on  a  d'ailleurs 

—  -.  '^-^  —  —  (R--/')^Q 
It  dt        ^ 

nous  obtiendrons  enfin  Téquation  différentielle 

dt^  \dt  l        R  — r 

Je  suivrai,  pour  son  intégration,  Tanalyse  employée  par 
Poisson  pour  Tétude  du  mouvement  du  pendule  dans  Taîr, 
en  me  restreignant,  comme  lui,,  au  cas  des  petites  oscilla- 
tions. 

L^intégraledoit  exprimer  Técart  0  en  fonction  du  temps  i 
comme  variable  et  de  Térart  initial  a  comme  xîonstante 
arbitraire.  Pour  les  petites  valeurs  de  a,  Texpression  peut 
être  développée  en  série  convergente  suivant  ses  puissances 
successives,  et  nous  y  négligerons  les  termes  à  partir  du 
troisième  ordre.  Comme,  du  reste,  0  doit  rester  constam- 
ment nul  si  a  ;=  o,  la  série  n'aura  pas  de  torme  constant, 
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une  descente, 

T4-r;=T,r+-T.rf.T,-h'r5../., 


Comme  d'ailleurs 
il  vient     - 


I—  \/k  _  _ 


'•=# 


OU,  en  simplifiant,  *  ^ 

399.  Pendule  roulante  —  Supposons  enfin  un  corps 
rond  de  rayon  r  roulant  dains  rîntérieur  d'un  cylindre  de 
révolution  horizontal  de  rayon  R,  et  cherchons  à  détermi- 
ner iâ  loi  de  ses  oscillations. 

La  seule  différence  que  présentera,  avec  le  cas  précédent, 
là  mise  en  équation  du  problème  consiste  en  ce  que  la  force 
centripète  n'est  plus  nulle,  comme  dans  Je  mouvement  reo- 
tilîgne,  mais  a  pour  valeur 

p2 


M 


R^r;' 


ce  qui  donncj  en  désignant  pari  l'inclinaison  varîatle, 

'  -   .  "  ■         :     .     ,,2       .   .  .        . 

N  =  Mg^cosi-f-M . 
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U  s'introduit  par  là  un  terme  de  plus  dans  Téquation  qui 
résulte  de  T élimination . 


rà 


Si  nous  faisons,  pour  simplifier, 


il  viendra 


Gomme  on  a  d'ailleurs 


^' 

=î 

n 

= 

r'-f-p»' 

0 

= 

A 
/  —  arc  lang  - 1 

(h 

s' 

cf n  fli    -        _  fp' 

dt 

R — r 

leurs 

= 

tls 
dt 

(R  — r)rf6 

nous  obtiendrons  enfin  Téquation  difTérentielIe 

d^B  (d^y        /?'      .   . 

-7T -^^  (t- 1  +;r^ — sm9  — o. 
e//*  \dt }        R  — r 

Je  suivrai,  pour  son  intégration,  l'analyse  employée  par 
Poisson  pour  Tétude  du  mouvement  du  pendule  dans  Pair, 
en  me  restreignant,  comme  lui^  au  cas  des  petites  oscilla- 
lions. 

L'intégrale  doit  exprimer  Técart  Q  en  fonction  du  temps  t 
comme  variable  et  de  Térart  initial  a  comme  xîonstanie 
arbitraire.  Pour  les  petites  valeurs  de  a,  Texpression  peut 
être  développée  en  série  convergente  suivant  ses  puissances 
Successives,  et  nous  y  négligerons  les  termes  à  partir  du 
troisième  ordre.  Comme,  du  reste,  0  doit  rester  constam- 
raent  nul  si  a  ^=:  Oj  la  série  n'aura  pas  de  terme  constant, 
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et  Ton  aura  simplement 

(l)  ô=zPa  +  Qa% 

P  et  Q  étant  des  fonctions  du  temps  quHI  s^agic  de  détermir 
ner.  Constatons  d'abord  les  conditions  que  leur  imposent 
les  circonstances  initiales.  On  doit  avoir,  pour  £  =  o,  . 

et,  par  suîle^ 

Po=ri,     Q.=  o.    , 

Comme  en  outre  le  pendule  est  abandonné  âans  vitesse  ini- 
tiale, on  aura  pour  t±=:o 

j^  =  o,     - 

c'est-à-dire 

P'.^o,     Q'.  =  o.. 

Reportons  pour  9  sa  valeur  dans  F  équation.  On  aura 
pour  cela,  en  restant  dans  le  même  ordre  d'approximation, 

8inO=!PflfeHr-Qa% 


dt 
et  en  Substituant,  ' 

équation  qui  se  subdivise  en  dçu%  a^utres,  puisque  a  doit 
rester  arbitraire, 

(3)  Q"-^R!r;.Q="^". 
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La  première  déterminera  P,  et  ensuite  la  seconde  fera  con- 
naître Q. 
L'équation  (  a  )  a  pour  intégrale  générïile 


P  =^  A  sînr  y/ji!; +B  cos/ yŒ- , 
que  les  conditions  initiales 

^;=:0/     ?•=!,      P'.=  o; 

réduisent  à 

(4)  ^^''"^'V^k";^ 

On  en  tire  d'ailleurs,  pour  substituer  dans  la  seconde, 

P''=  -^—  sinV i/^^  =  —é-- — ;(  ï-«w2ri/s^ \ 
R  — r  y  R  — r       a(R— .rj\  y  R^'*/ 

L'équation  (3)  devient  par  là 

R— r^       a^R  — rj\  y  R  — r/ 

Elle  a  pour  intégrale  générale 

Q  =  Msinry/_£L+Ncos/y/XI 

que  les  conditions  initiales 

?  =  o-,    Q«==o,     Q'o=o; 
réduisent  ci 

(5)      Q=^^^3~4cos/y/^H-cos2y^y 
En  reportant  maih tenant  les  expressions  (4)  ta  (5)  dans 
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celle  (i)  de  ôj  il  vient 

jet  en  ordonnant  par  rapport  au  temps, 

Telle  est  Tëquation  du  mouvement. 

Pour  connaître  le  temps  de  roscillation,  c'est-à-dire 
rinstàat  de  Tarrèt  ou  de  la  vitesse  nulle,  cherchons  Tex- 
pression  de  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  du  centre  de 
la  boule  autour  de  celui  du  cylindre.  Il  suffira  pour  cela  de 
différenlier  par  rapport  au  temps  : 


Pour  annuler  w,  nous  ne  pouvons  enotplQyer  le  second  fac- 
teur, qui  diffère  peu  de  l'unité,  puisque  a  peut  être  rendu 
aussi  petit  qu'on  voudra.  C'est  donc  le  pi^emier  qu'il  faut, 
égaler  à  zéro,  ce  qui  donne    ,  ' 


-Vât7='''  Vât^^"'  ''=W" 

expression  constante,  identique  à  celle  du  mouvement  d'un 
pendule  simple  dans  le  vide.  L'isochroniëme  des  petites 
oscillations  existe  donc  pour  les  deux  mouvements. 
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CHAPITRE  XXV. 

RÉSISTANCES  DES  CORDES. 


LOIS  DU  FROTTEMENT  DES  CORDES. 

400.  Les  cordes  peuvent  passer  sur  leurs  poii^ts  d'appui 
de  deux  manières  différentes,  en  y  glissant  ou  en  s'y  en- 
roulant. Chacun  de  ces  deux  modes  développe  une  résis- 
tance spéciale.  Celle  qui  s'oppose  au  glissement  est  appelée 
frottement  d^çs  cardes. 

Le  fait  fondamental  est  celiiî-cî  ;  pour  faire  glisser  une 
corde  sur  une  jante,  \\  faut  une  puissance  plus  grande  que 
la  résistance  appliquée  à  l'autre  extrémité.  J'ajouterai  que 
la  différence  augmente  avec  un«  étonnante  rapidité  lors- 
que l'on  fait  croître  Vangle  d'enroulement.  J'en  citerai 
plusieurs  exemples  : 

Pour  tirer  sur  un  arbre  qu'ils  veulent  abattre,  les  bû- 
cherons ont  soin,  de  faire  faire  à  la  corde  plusieurs  touts 
sur  le  tronc  d'un  autre  arbre.  A  chaque  effort  exercé  sur 
la  portion  rèctîligne  qui  est  comprise  entre  les  deux,  la 
.corde  gaghe  quelque  espace,  qui  serait  immédiatement 
perdu  en  raison  de  l'élasticité  de  la  tige  pendant  que  les 
hommes  se  remettent  en  position,  si  le  frottement  exercé 
contre  le  deuxième  tronc  ne  permettait  à  un  seul  ouvrier  de 
lutter  facilement  contre  cette  réaction  ^  on  arrive  ainsi  pro- 
gressivement à  courber  l'arbre  jusqu'à  rupture  de  son  pivot. 

Le  même  ^procédé  est  employé  par  les  tonneliers  lors- 
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qu'ils  ont  à  descendre  un  tcmneau  plein  de  liquide  sur  les 
marches  d'un  escalier.  Ils  arrivent,  en  enroulant  leur 
corde  sur  un  corps  rond,  à  lutter  facilement  contre  le  poids 
moteur  qui  est  considérable,  i>ien  que  réduit  par  Tîncli- 
narsonduplan. 

Pour  arrêter  les  vaisseaux  dans  les  ports  ^  on  jette  du 
bord  une  corde  que  les  hommes  du  quai  enroulent  autour 
d'un  tambour  vertical  en  tirant  sur  Textrémité.  Leur  force 
se  trouve  parla  transmise  au  navire  avec  une  augmenta* 
tion  considérable,  de  sorte  qu'en  agissant  sur  un  très- 
faiUe  parcours  elle  développe  un  travail  capable  de  dé- 
truire la  force  vive  du  navire.  Et  cependant  celle-ci  est 
très^notable  en  raison  de  là  masse  qui  compense  la  lenteur 
du  mouvement. 

Ce  moyen  a  enfin  été  employé  pour  retenir  Tobélisque 
de  Louqsor  pendant  la  rotation  rqui  avait  pour  effet  de  le 
coucher  horizontalement  afin  de  le  transporter  de  son 
ancien  emplacement  jusqu'au  Nil.  Des  cordes  amarrées 
aux  engins  qui  Tenveloppaient  pass«àent  sur  un  tam- 
bour horizontal  et  étaient  maintenues  par  les  hommes  â 
l'aupre  extrémité.  On  est  arrivé  ainsi  à  lutter  contre  Té- 
norme  poids  du  monolithe  et  à  Tempècher  d'acquérir  une 
vitesse  qui  aurait  déterminé  sa  rupture  en  touchant  le  sol. 

Si  l'on  veut  se  faire  une  idée  plus  précise  de  Pexcessive 
rapidité  avec  laquelle  s'accroit  le  rapport  de  la  puissance 
«1  la  résistance,  je  citerai  les  valeurs  suivantes  de  ce  rap- 
port dans  le  cas  du  frottement  d'une  corde  de  chanvre 
sur  une  jante  en  bois  : 


Nombre  de  tours. 

Bois  poli. 

.  Bois  briU. 

1 

9 

2,8a 

4,8i    ^ 

I 

7»95 

23,90 

'i 

22,42 

III, 3r 

2     . 

B3,23 

535,47 

178,52  2575,80 
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401  «.  On  peut  expliquer  la  rapidité  de  celle  loi  par  le3 
considérations  suivantes,  sur  la  véritable  nature  desquelles 
il  importe  deiiç  pas  se  méprendre.  Ce  ne  sont  pas  des  dé- 
ductions irrécusables  des  théorèmes  de  la  Mécanique  géné- 
rale, mais  seulement  (Jes  aperçus  fondés  sur  une  hypothèse 
fort  plausible  et  qui  peuvent  permettre  de  prévoir  la  loi 
ou  de  U  vériiier  après  coup;  mais  qui,  comme  là  plupart 
des  calculs  de  Physique,  ne  sauraient  être  acceptés  défini^ 
tivement  qu  après  le  contrôle  d'une  vériâcation  expéri-* 
mentale. 

Les  cordes  doivent  participer  des  propriétés  des  solides 
puisqu'elles  ne  sont  ni  liquides  ni  gazeuses.  Mais  elles  en 
difTjèrent  essentiellement  par  la  flexibilité.  Nous  aurons 
égard  à  cette  double  condition  en  les  envisageant  comme 
une  sor^e  de  chapelet  formé  de  corpuscules  solides  main- 
tenus .par  des  cprdons  parfaitement  flexibles.  Étudions 
le  frottement  d'un  pareil  système»  d'après  les  lois  trouvées 
pour  les  solides  (346). 

Le  corps  M  sera  sollicité  par  la  réaction  normale  N  et 
le  frottement yN  dirigé  suivant  la  tangente  (PI,  III ^ 
fiS'  49)  \  ^°  outre»  par  les  deux  tensions  des  cordons  adja- 
cents, à  savoir  :  T^  dirigée  en  arrière,  et  T-+-^T  en  avant. 
Si  nous  projetons  ces  forc^,s  sur  la  tangente  et  sur  la  nor* 
maie,  nous  obtiendrons  les  équations  rigoureuses 

-     (T-î-f?T)cos^e'— Tcos^Ô"—/N=so,, 

{T-i-fi^T)sin£/Ô'4-Tsinr/r  — ■  JN,=  o, 

qui  se  simplifient  d'après  la  méthode  infinitésimale  de  la 
manière  suivante  ;  \ 

T//Ô  — N==o.^ 
On  en  tire 
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et  en  intégrant  avec  des  logarithmes  népériens^ 
logT=:/ô+const. 

Si  nous  commençons  l*ëyalnation  de^  anj^es  de  contin* 
gence  an  point  où  la  corde  se  détache  suivant  la  réâistance  Q, 
cette  force  constituant  la  dernière  tensicMi,  Téquation  pré- 
cédente fonratra  la  valeur  de  la  constante  sous  la  forme 
log  Q.  On  aura  ainsi 

logT=/ô-f.logQ, 

Telle  est  la  loi  suivant  laquelle  la  tension  Tarie  d'un 
bout  à  l'autre  de  Varc  embrassé.  Si  nous  désignons  encore 
par  a  Fangle  total  de  contingence  qui  s'étend  jusqu'au  point 
où  la  corde  se  détache  suivant  la  puissance  P,  on  aura  pour 
ce  point 

p  =  q/". 

Ain»  donc^  quand  l'angle  d'enroulement  varie  en  pro- 
gression arithmétique,  le  rapport  de  la  puissance  à  Ja  ré-^ 
sistance  croit  en  progression  géométrique,  et  Ton  sait  quelle 
esjt  la  rapidité  de  ce  mode  de  variation.  On  remarquera, 
du  reste,  que  le  profil  de  la  jante  est  resté  complètement 
indéterminé. 

Pour  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faUt  encore 
connaître  la  valeur  dey.  Je  citerai,  à  cet  égard,  les  nom- 
bres suivants,  d'après  les  expériences  de  M.  Morin  : 

Courroies  ordinaires  sur  fonte,  à  sec. ....... .  /=  o  ,28 

Courroies  ordinaires  sur  fonte,  humides.. ....  d,38 

Courroies  sur  bois,  ordinaires, 0,47 

Courroies  sur  bois,  neuves ,. . .  o,5p 

Cordes  de  chanvre,  sur  bois ..*....  o,5o 
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SU. 

EXEMPLES. 

402.  Frein  Jlexible.  —  Le  frein  flexible  (2S6)  consiste 
en  une  bande  de  tôle  (PL  XIF^^Jig.T.'X'j)  amarrée  à  l'ar- 
rière de  la  rotation  et  tendue  par  une  puissance  P.  Nous 
représenterons  par  Q  la  tension  du  brin  fixe.  Ici  la  corde 
est  en  repos  et  la  jante  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Pour  rentrer  par  la  pensée  dans  les  conditions  précédentes, 
il  nous  faut  réduire  la  jante  au  repos  et  attribuer  un  glis* 
sèment  de' sens  contraire  à  la  corde.  C'est  alors  Q  qui  se 
trouve  dirigé  suivant  le  mouvement.  Son  rôle  et  celui  de  P 
se  trouvent  donc  intervertis,  et  Ton  doit  permuter  de  même 
les  lettres  dans  la  formule  précédente 

Q  =  Pe^«. 

Quant  au  treuil,  c'est  un  solide  qui  tourne  sous  Tia- 
fluence  d'une  infinité  de  forces  de  frottement  ayant  toutes 
le  même  bras  de  levier  et  équivalentes  par  suite  à  leur 
somme  Q  —  P  appliquée  à  ce  même  bras  de  levier  r  en 
arrière  du  mouvement.  Le  théorème  des  rotations  donnera, 
par  conséquent, 

d^_      (Q^P)r_       (g^«  — i)Pr 

si  fA  désigne  le  moment  d'inertie.  On  en  tire  en  intégrant 

ft,=û— ..i — t, 

et  pour  le  temps  6  de  l'arrêt,  en  faisant  ea>  =  o, 

,^ îl£ 

«7 
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403.  Pour  comparer  la  puissance  de  ce  frein  à  celle 
du  frein  des  volants  (256),  il  suffit  d'en  rappeler  la  for* 
mule  (385) 

dans  laquelle  P  désigne  ta  puissance,  qui  est  ators  ëicercée 
normaleinenl  au  lien  de  l^ètre  tangentîellemeui.  Ou  en  tire, 
à  ^2^té  de  coefficient  de  frottemenr, 

rapport  aussi  faible  que  Ton  voivira,  puisque  \cm  dispose 
de  a.  La  conclusion  est  dooc,  sous^  ce  rapport^  à  Ta  van- 
tage  du  frein  flexible» 

Il  est  nécessaire  cependant  que  Fangle  d'enroulement  soit 
notable  pour  que  cet  avantage  devienne  sensible.  La  limite 
sera  donnée  par  Téquation 

d'où  l'on  tire 

^ -j . 

On  anra,  par  exemple,  aux  deux  extrémités  de  récîielle 
des  coefficients  de  frottement  ("iOl),  et  ayant  soin  de  se 
rappeler  que  le  logarithme  est  népérien, 

/=,!,     «,  =  4  log|==  0,8925742  =;=5i*  8' 26'' 

/=  i,      a,  =  2  log  -  =  0,8109302  =  46«  27'  46"- 

2  2 

404.  Il  n'est  pas  indifférent  d'amarrer  la  bande  flexible 
à  l'arrière  ou  à  l'airant  de  la  rotation,  en  exerçant  au  coa- 
traire  la  puissance  en  avant  ou  en  arrière. 

Si,  en  effet,  Tamarre  est  à  Tavant  et  la  puissance  P  en 
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arrière-,  nou»  transporterons  encore  à  la  corde  le  glisse- 
ment en  sens  contraire  de  la  rotation,  et  P  se  trouvera  di- 
rigé en  avant,  c^est-à-dîre  dans  les  conditions  de  la  for- 
mule fondamentale  (401).  Nous  aurons  donc 

Le  théorème  des  rotations  donne  d'ailleurs 
—  —  CQ—i^T^  _  (g"^^*  —  1  )  Pr 

d^où  l'on  déduit  comme  ci-dessus 

Si  Ton  compare  maintenant  ces  deux  valeurs^  il  vient 

T= :=7^^^  - 

I  —  e 

ce  qui  iiHnvtre<}nela  duirée  est  supérieure,  e'est-^à-dire  Tef- 
ficaôté  moins  grande  dans  le  second  cas  que  dans^  fe  pre- 
mier. La  disproportion  est  de  plus  aussi  grande  qu'ion  le 
voudra  puisque  Ton  dispose  de  a. 

40^.  Courroies  sansjîru  —  Nous  avons  dit  que  les  cour- 
roics'sans  (in  peuvent  transmettre  le  mouvement  pourvu 
que  la  tension  soit  suffisante,  taudis  que,  si  la  courroie  est 
lâche,  la  communication  se  trouve  supprimée  (236).  Cher- 
chons à  déterminer  le  minimum.  T«  de  leusioii  qu^il  fout 
développer  uniformément  dans  toute  la  courroie  pendant 
le  repos,  pour  que  la  conduite  puisse  avoir  Heu  au  départ. 

Lorsque  le  mouvement  prendra  naissance,  le  brin  infé- 
rieur qui.  mène  la  roue  à  laquelle  est  appliquée  la  résisiaxicQ 
devra  posséder  ime  tension  T  supérieure  à  celle  t  de  T autre 
brin.  Leur  relation  pour  la  limite  où  le  glissement  serait 

a;. 
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sar  le  poiùt  de  se  produire  sera,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  (401), 

Cette  diflerence  de  tension  est  produite  par  les  variations 
que  subissent  les  longueurs  des  deux  brins  en.  raison  de 
réiasticité  de  la  courroie.  Mais,  comme  la  longueur  totale 
est  fixe,  puisqu'elle  est  formée  des  tangentes  communes  et 
des  arcs  compris  en  dehors  de  leurs  points  de  contact,  élé- 
ments géométriques  et  invariables  dç  la  figure,  il  s'ensuit 
que  la  somme  de  ces  variations  est  fixe  elle-même;  car  la 
longueur  totale  peut  être  aussi  considérée  comme  compre- 
nant la  longueur  naturelle,  plus  la  somme  des  variations. 
On  peut  d'ailleurs  restreindre  par  approximation  celte  der- 
nière à  celle  des  brins  rectilignes,  toujours  trës-longs  par 
rapport  aux  portions  courbes. 

On  sait  (433)  que  les  forces  élastiques  sont  proportion- 
nelles aux  variations  de  longueur,  et  comme  telles  égales  au 
produit  de  ces  variations  par  un  coefficient  constant.  La 
somme  de  ces  forces  T  et  it  restera  donc  fixe  elle-même. 
Mais  chacune  d'elles  a  pour  valeur  To  avant  le  moavemeat-, 
on  a  donc 

Si  enfin  nous  écrivons  l'équilibre  de  la  roue  menée,  sous 
l'influence  de  la  force  motrice  T  —  t  appliquée  au  rayon  r 
et  delà  résistance  Q  qui  agit  avec  le  bras  de.  levier  ^^  il  vient 

Il  reste  à  éliminer  T  et  t  entre  ces  trois  équations.  On 
aura  pour  cela 

D'autre  part^ 
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2  r     fa  —  I 
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Gomme  cette  fraction  est  supérieure  à  i^unîté,  on  tendra 
a  len  rapproclier,  c^est-à-dire  à  la  diminuer,  en  faisant 
croître  a.  De  là  Tavantage  des  courroies  à  tangentes  inté<» 
rieures  (214),  pour  lesquelles  Tangle  embrassé  est  plus 
grand  qu'avec  les  courroies  à  tangentes  extérieures.  On  n'a 
pas  besoin  alors  de  pousser  aussi  loin  la  tension  moyenne, 
et  par  suite  la  fatigue  de  la  courroie. 

406.  Encliquetage  Chameroy.  —  Le  frottement  des 
cordes  peut  donner  lieu  à  des  phénomènes  d'arc-boutement 
analogues  à  ceux  que  présentent  les  solides,  et  servir  par 
suite  pour  la  construction  des  encliquetages.  Je  citerai 
comme  exemple  celui  de  M.  Chameroy  (PI»  XVI^fig.  262). 

Il  a  pour  but  de  déterminer  la  rotation  d'un  tuyau  sur 
lui-même,  pour  permettre  d'assembler  à  vis  les  conduites 
d^eau  ou  de  gaz  dans  le  fond  d*une  tranchée  où  les  ma- 
nœuvres sont  difficiles.  On  entoure  le  tuyau  d'une  corde 
attachée  par  ses  deux  bouts  à  un  levier  qu'elle  serre  contre 
ce  tuyau.  Lorsqu'on  agit  sur  cette  barre  dans  le  sens  de  la 
force  Q,  le  glissement  relatif  est  impossible,  comme  nous 
allons  le  faire  voir,  et  la  rotation  du  levier  détermine  celle 
du  tuyau.  Si  la  force  Q  change  de  sens,  le  glissement  relatif 
devient  possible,  et,  la  résistance  extérieure  maintenant  le 
tuyau,  le  levier  et  la  corde  glissent  en  arrière  pour  recom- 
mencer une  nouvelle  opération.  Tel  est  le  phénomène  dont 
il  faut  trouver  l'explication. 

Je  supposerai,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  cordons 
parallèles:  il  est  clair  qu'on  trouverait  un  résultat  analogue 
avec  des  angles  peu  différents,  mais  les  calculs  deviendront 
par  là  plus  simples.  Le  glissement  tendant  à  se  produire  de 
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manière  que  le  brin  inférieur  précède  le  hriu  Sujpërîeurt 
on  aura 

en  désignant,  pour  abréger,  par  k  ce  coefficient  supérieur 
àrmuté» 

Le  levier  est  «oITicité  par  la  ptrissanee  Irorîxotitale  «Q, 
son  poids  Teriioal  P,  les  tensions  T  et  ^T  <]irig^es  sotrs 
l'fliogle  «  par  rapport  à  la  verticale,  et  la  réaction  fi  du 
tnyaa  inclinée  4e  (f  sur  rhorizontalë.  Posotrs  Téquation 
des  monaents  par  rapport  au  centre  du  tuyau  :  i4  vietidra 

Qgr  — Pr— Rrsînf — (Jt  — i)Tr  =  o. 

IVuir  trouver  R  etTcpii  ^ont  des  forées  nHrcBimies^  mus 
projetterons  svocaessi veinent  sur  les  a«es  pp'  et  Bê^  élevés 
perpendÂcuIairemeni  ji  chacune  •d^elles.  No«s  séparemas 
aiosi  immédiatement  les  dtmx  Uioosiiiiies  psr  txtte  -sorte 
d'éiiinination  géoBiélrique: 

Pco9ç4-Q sin  f  =i(it -4- 1)  Tcos  («-i-çj, 
Psina-^  Qcosa  =  Acos(a  +  f')* 

Il  vient,  en  subsiituauti 

|cos(a-hf>) 


('!?-■'). 


=  (Psîna  -h  Q  cos  a)  sin  y -h  j (Pcosf-f- Qsînç). 


On  en  lire  cette  formule  ; 

Le  dénominateur  est  essenii^lleifiDen t  posiiif,  car  muas  j^oos 
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fait  remarquer  que  k  est  supérieur  à  l'unité.  Si  donc  les 
cordes  dépassent  la  direction  R  en  se  rapprochant  de  Tho* 
rizontale,  c'esi-i-dire  «i 

«  +  f>So% 

le  rapport  devient  essentiellement  négatif,  c^est-à-dire  ab- 
surde (370).  Le  calcul  nous  indique  ainsi  que  rhjpolhèse 
du  glissement  t^atif  que  nous  lui  avons  soumise  ne  peut  se 
soutenir. 

Pour  traiter  de  même  celle  du  mouvement  vers  la  droite, 
ii  suffit  de  modifier  dans  les  formules  les  éléments  suivants  : 
d'abord  le  signe  de  «Q,  car  lorsque  cette  force  changera 
de  sens  il  en  «era  de  même  du  signe,  de  son  moment  et  de 
eelmde  ses  projocrions  ;  en  second  lieu  le  signe  de  f ,  car  la 
tei>dawre  au  gliseement  s^exerçanl  en  sensinverse,  Tangle  Cf 
doit  être  compté  an-dessus  de  Thorizontale  :  par  suite,  il 
s'ajoute  et  »e  rctranrlie  partout  où  îl  se  retranchait  et  sura- 
joutait dans  les  évaluations  précédentes^  enfin  le  signe 
dtî  h  —  I  :  en  effet,  le  sens  du  glissement  venant  à  changer, 
au  lieu  de  T'  =  /rT  nous  aurons  T  =  ft  T.  11  faut  donc  rem- 
placer h  par  Y»  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  A^ —  i. 
En  y  faUanit  tou4efl  ces  modtficatiims,  1»  ^Mtmile  derient 

P g  rosfg  —  ^) 

77731  ^ 

I  r —  ces  a  1  cos  9 


Q-.//,_^.  X  -tangy. 


On  voit  maintenant  que,  pourvu  que  or  ait  une  va4e«H*  -aulE- 
sante,  ce  qui  rentre  dans  la  condition  du  cas  précédent, 
et  que  g  ^l  sullisamment  grand,  l'expression  restera  cer- 
tainement positive  et  rien  jcie  .s'opposera  au  glissement 
relatif. 
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S  ni. 

LŒS  DE  LA  ROIDEUR  MIS  œRDES. 

407.  Les  lois  de  la  roideur  des  cordes  ont  été  étudiées 
par  Coulomb. 

Le  fait  fondamental  est  celui-ci  :  pour  faire  passer  une 
corde  par  enroulement  sur  la  jante  d'une  poulie,  il  faut  une 
puissance  supérieure  à  la  résistance  appliquée  à  Tautre 
extrémité.  Cet  excédant  est  du  à  la  nécessité  d'un  certain 
travail  pour  plier  et  adapter  à  la  courbure  de  celte  gorge  une 
corde  qui  n'est  pas  douée  d'une  flexibilité  parfaite  et  parti- 
cipe jusqu'à  uncertainpointdespropriétésdes  barres  rigides. 

L'excès  de  la  puissance  sur  la  résistance  est  appelé  rai- 
deur. La  loi  de  Coulomb  consiste  en  ce  que  ]a  roideur  est 
proportionnelle  à  la  courbure  et  fonction  linéaire  de  la 
résistance.  On  peut  dès  lors,  en  désignant  par  r  le  rayon 
de  la  poulie,  la  formuler  ainsi 

m  +  wQ 
r. 
Le  moment  de  la  roideur  par  rapport  à  l'axe  est  alors 

iw  H-  «  Q. 
408.  Je  citerai»  d'après  les  expériences  de  Coulomb,  les 
nombres  suivants  : 


DIAMÊTIIB 

m 

n 

DE  LA  CORDE. 

■1 

kcm 

m 

0,01 

0,0278 

0,0012 

0,02 

0,1112 

0,0048 

o,o3 

0,2497 

0,0110 

o,o4 

0,4499 

0,0195 

o,o5 

0,6951    . 

0,0203 

o,o8 

I77795 

o,07>9 
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Ces  coefficients  diminuent  lorsque  l'usure  et  la  fatigue 
de  la  corde  ToBt  assouplie.  Les  valeurs  précédentes,  rela- 
tives aux  cordes  en  bon  état,  deviennent  pour  des  cordes  à 
demi  usées  : 


BIAMÊTRE 

m 

n 

DB  LA  CORDE. 

m 

krm 

m 

o,oi 

0,0278 

0,0012 

0,02 

0,0786 

0,0034 

o,o3 

o>i444 

o,oo63 

0,04 

0,2224 

0,0097 

o,o5 

0,3126 

o,oi4i 

0,08 

0,6289 

0,0275 

Si  les  cordes  sont  mouillées  ou  simplement  humides, 
comme  cela  arrive  fréquemment  dans  la  marine  ou  dans 
les  mines,  le  coefficient  n  ne  parait  pas  changer,  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  m  qui  augmente  notablement.  Les 
valeurs  précédentes  deviennent  : 


DIAMÈTRE 
DE  LA    CORDE. 

m 

EN.  BON  ÉTAT. 

A   DEMI  VSÉES. 

m 

0,01 
0,0a 

o,o3 

0,04 

o,o5 
o,od 

km 
o,o556 

0,2224 

0,4995 
0,8898 
1,3903 
3,5543 

o,o556 
0,1572 
0,2889 

0,4447 

^  0,6253 

1,2578 
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Si  les  cordes  sont  goudronnées,  les  «cœfidciifts  angaen- 
tenl  encoce  par  r«djoneti(Mi  de  celte  pellicule  rigide.  On 
p&«i  /en  j-uger  pa r  le  iablcaa  suiTaut  z 


mAMtrw 

DE  LA  CORDE. 

m 

n 

m 

0,0167 

0,0236 

o,o332 

km 
o,o5io 

0,1785 

0,20»Û 

o,oo3i 

0,006a 
0,0x26 

S  IV. 

EXEMPLES. 


409..  Poulie.  —  La  poulie  étant  un  cof^a^cdide  aatmjctti 

autour  d'un  axe,  son  équilibre  s^exprimera  par  i'éqiialMii 

^les  mojaeals  relaiîls  a  œt  axe.  On  devra  y  «comprendre  le 

moment  Pr  de  la  puissance,  celui  i^r  de  la  nésîstance, 

celui  m-f-wQ  de  la  roideur  (407),  enfin  celui  du  froue- 

ment  des  tourillons  sur  leurs  coussinets.  Nous  en  avons 

f 
îtrouvé  (363)  Texpression  --r=rr  Pp  lorsque  p  flésîgjie  le 

rayon  ^e  xres  tourillons  et  P  la  résultante  de  toutes  les 
foroes  appliquées.  Si  nous  supposons,  pour  plus  de  simpli- 
icité,  les  cordons  parallèles,  celte  résultante  sera  ici  la  somme 
P  -H  Q  de  la  puissance  et  de  la  résistance,  en  j  négligeant 
la  roideur  qui  se  trouverait  par  là  portée  au  second  ordre. 
Nous  obtiendrons  ainsi  Véquation 

Pr_Qr-.(mH-/iQ)--=^(PH-Q)p  =  o. 
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On  en  tire  : 

P  = Ç— + p^Q, 

c'est-à*dire  une  expression  linéaire  de  la  forme 

dans  laquelle  nous  pourrons  considérer  a  et  P  comme  des 
quaniîtés  connues. 

Reiiiarqnons,  pour  plus  tard,  que  dans  le  cas  des  pou- 
lies ikëoriques,  où  Ton  a 

»t  =  /i  ■=/=  o, 

ïes  coefficients  devîennenl 

a  =  o,    p  =  i, 

itO.  Motrftcs^  —  Nous  supposerons  une  moufle  dont 
tomes  les  poulies  soient  égales  (2()2).  Dès  lors  «  et  P  seronX 
les  mêmes  pour  toutes  et  la  relation  des  tensions  de  deux 
brîns  consécutifs  pourra  s'écrire 

Cesl  une  équation  aux  dilTérences  finies  linéaire  et  à  coef- 
ficients  constante  qu'il  faut  intégrer. 

Je  poserai  d'^abord  pour  cela,  en  désignant  par  X  une 
constante  iudélerminée. 

Il  vieiit  en  substituant 

Profilons  de  rindétermiûée  pour  faire  disparaître  toutes 
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les  constantes  en  posant 


X=-^. 


I-P' 

T»=:Z,4- 


a 


I-p 

L'équation  deyiendra  ainsi 

C'est  celle  d'une  progression  géométrique 

d'où  l'intégrale  générale 

G  désigne  dans  cette  intégrale  une  <::onstante  arbitraire,  et 
même  une  fonction  périodique  d'après  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différences  finies. 

Mais  dans  la  question  actuelle  C  doit  prendre  une  va- 
leur déterminée.  Pour  la  trouver,  exprimons  Téquilibrede 
la  chape  inférieure.  Elle  est  sollicitée  d'un  côté  par  la  ré- 
sistance Q,  et  de  l'autre  par  toutes  les  tensions.  On  a  donc 

Q  =  T«-|-T,H-T,-f....-hT„-„ 


si  n  désigne  le  nombre  des  brins  ou  des  poulies, 

i-P' 


Q  = —-p +c(i -H  p +  ?'+...+ p»-'). 


On  en  déduit 


et 


*        I  —  P  I-p"  ^ 
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SI  nous  appliquons  cette  formule  à  la  dernière  poulie 
pour  laquelle  la  tension  T„  n'est  autre  que  la  puissance  P, 
nous  aurons  : 

p f JL^.liLzJln 

Telle  est  la  relation  de  la  puissance  à  la  résistance.  On 
remarquera  qu'elle  est  encore  de  la  même  forme  : 

On  peut  vérifier  cette  formule  pour  le  cas  de  Tabsence 
des  résistances  passives  (408).  En  faisant  d'abord 

a=o, 
il  resté 

puis,  en  posant  (3  =  i  et  faisant  disparaître  Tindétermina- 
tion, 

p_P"(i-pn  ^o  ^  riPnLL=i]±±]  =  i 
Q  — L  i-p-  J.   z    L     -^r"     J.    ''' 

ce  qui  est  en  effet  la  formule  des  moufles  théoriques  (201). 

AH.  Trains  de  moufles*  —  Si  nous  supposons  un  train 
(203)  composé  de  moufles  semblables,  a'  et  (3'  seront  les 
mêmes  pour  toutes  et  la  relation  des  tensions  des  deux 
cordes  extrêmes  qui  sollicitent  chaque  moufle  sera 

TiM.,  =  a'-hP'Tx- 

Nous  en  déduirons  comme  ci-dessus 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  remarquerons  que  le 
brin  de  rang  zéro  subit  directement  la  résistance  Q.  Donc 
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et  par  suite 

Comme  du  reste  le  dernier  brin  de  rang  m  exerce  directe- 
ment la  puissance  P^  on  a 

c'est-à-dîre 

expression  ^uî[est  encore  clIe-mème  de  la  forme 

P  =  a"H-p'Q. 

Si,  pour  vérifier,  nous  faisons  de  nouveau  abstraction  des 
résistances,  il  nous  faudra  faire,  d'après  ce  qui  précède  (410), 


il  vient  ainsi 


«'=•,   tk'=i} 


ce  qui  concorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  iroXivé  (203) 
pour  le  rapport  des^vîlesses  virtuelles. 
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CHAPITRE  XXVL 

RÉSISTANCES  DES  FLUIDES. 


SI. 

LOIS  m  FROTTEMENT  US  FLUIDES. 

442.  Si  un  ëiément  superficiel  se  déplace  dans  un  m^ 
lien  fluide,  son  mouvement  peut  se  décomposer  en  deux 
autres,  suivant  la  normale  et  nue  tangente  de  la  surface. 
Chacun  de  ces  modes  de  mouvement  comporte  une  résis- 
tance spéciale.  Celle  que  développe  le  mowvemeisit  tangen»^ 
liel  s^  a  ff  elle  Jrotte/uent  desjluidesj  et  celle  qui  s-'oppose  » 
la  pénétra  lion  normale  ré&istance  des  milieux* 

Le  frotte  mon  ides  fluides  a  été  étudié  pard'Asbuisson, 
Couplet}  Bpssuty  Dubuat,  Proay,  EjteHfein,  Darey,  et 
MM.  de  Saint-Venant,  Dupuit,  Tadini^  Baiîn  {i863)'. 
Ses  lois  sont  assez  bien  eonnues  pour  le  cas  du  mouvement 
dans  les  tuyaux,  H  y  aurait  sans  doute  témérité  à  les  étendre 
d'ooe  manière  absohie  à  toute  espèce  de  circonstances, 
cependant  elles  donnent  alors  au  moins  une  Idée  de  la  ma- 
nière dent  les  choses  se  passent. 

413.  Dans  Fécoulement  deTeau  au  sein  d'un  tuyau,  ob 
ne  peut  admettre  que  la  masse  fluide  s*avance  d'un  mou-, 
vement  de  translation.  Une  première  pellicule  liquide  reste 
Il  peu  près  immobile  au  contact  de  laparoi,  c|uelle  coa- 
tînue  eu  e&et  à  mouiller  lor»  même  que  le  tuyam  s'est 
entièrement  vidé.  Une  couche  concentrique  frottant  sur 
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cette  pellicule,  et  non  plus  sur  la  surface  solide  elle-même, 
reprend  plus  facilement  de  la  vitesse.  Une  troisième 
gagnera  encore  de  Tavance  sur  celle-ci,  et  ainsi  de  suite 
jusque  dans  la  région  centrale  où  se  trouveront  Ie$  filets  les 
plus  rapides.  Nous  appellerons  vitesse  moyenne  une  vitesse 
telle,  que  si  toute  la  masse  liquide  en  était  animée,  la  même 
qusintité  passerait  encore  dans  une  section  quelconque  du 
tuyau  dans  le  même  temps* 

Lorsqu'au  lieu  d'un  tuyau  on  considère  un  canal  à  ciel 
ouvert,  le  filet  de  plus  grande  vitesse  V  se  trouve  sur  la  sur- 
face et  au  milieu  de  la  largeur.  On  peut  mesurer  sa  rapi- 
dité au  moyep  d'un  flotteur  (*).  La  vitesse  moyenne  u  s'y 
trouve  alors  reliée  par  une  formule  empirique  déduite  par 
Prony  des  expériences  de  Dubuat  : 

■^     V4-3%i53'  . 

son  application  numérique  se  réduit  sensiblement  à  dimi- 
nuer la  vitesse  maximum  du  cinquième  de  sa  valeur. 

M.  Bazin  a  proposé  de  remplacer  cette  formule  par  une 
autre  dans  laquelle  i  désigne  la  pente  par  mètre  courant  et 
(k  le  rajon  moyen  ou  le  rapport  de  Faire  de  la  section  à 
son  périmètre  mouillé^ 

414.  La  masse  étant  liquide,  on  ne  saurait  réduire  à  une 
seule  force  l'ensemble  des  actions  de  la  paroi  ;  mais  on  peut 
imaginer  la  somme  de  ces  âctioiîs  tangentielles  pour  la  dési- 
gner sous  le  nom  Ae  frottement.  Ce  sera  du  reste,  si  Ton 
veut,  la  réaction  exercée  par  Pécoulement  sur  le  tuyau  qui 


(*)  Il  semble  cependant  que  les  filets  intérieurs  possèdent  une  TÎtesse 
supérieure  à  celle  de  la  surface.  On  a  observé  notamment  que  les  l>ateaox 
qui  ont  un  ceriain  tiraat  d'«aa  descendent  les  riTières  plus  Titê  que  des 
corps  légers. 
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est  un  corps  solide  et  se  prèle  à  celle  réduction.  Les  lois 
qui  régissent  cette  force  sont  comprises  dans  les  trois  pro- 
positions snivanles.  On  remarquera  comme  une  circon- 
stance singulière  qu'elles  sont  sur  tous  les  points  Tin  verse 
des  lois  trouvées  pour  les  solides  (346)  : 

Le  frottement  est  indépendant  de  la  pression  du  fluide. 
Le  frottement  est  proportionnel  à  la  surface  de  contact. 
Le  frottement  est  fonction  de  la  vitesse  moyenne. 

D*après  cela,  le  frottement  pourra  s'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante,  eu  désignant  par  S  la  surface  mouillée, 

F  =  S./(.). 

Mais  il  reste  à  connaître  cette  fonction. 

415.  M.  de  Pronj  a  déduit  des  e'xpérienccs  de  Couplet, 
Bossut  et  Dubuat  la  formule 

/(«')  =  ««'4-p«'% 
avec  les  coefficients  suivants  : 


EaU)  tuyaux. 

a  =  o.oî73 

p=:  0,348 

Prony. 

a  =■  0,0222 

P=r  0,280 

Eytelwein. 

«  =  0,0188 

p=:  0,343 

D*  Au  buisson. 

Eau^  capaux. 

(xr::0,o44o 

P  =  0,309 

Prony. 

a  =  0,0240 

p=:o,366 

Eytelwcin. 

Air,  tuyaux. 

a  =0,0000 

p  =  0,355 

Navicr. 

M.  deCliézy  (<77S)  ^t»  depuis,  M.  de  Saint-Veuant  ont 
proposé  d'autre  part  la  foriuule  monôme 


/{..1  =  Kp", 
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avec  les  valeurs  suivantes  : 

I  2 

Eau,  tuyaux.        A  =  Oy ^gSS'j       w  =  —        Saint-Yenant. 

o,3855o  ,  2        Dupuic 

I I 

Eau,  canaax.  o,4oio2    ^  —        SahiMTenant. 

.o,4oooo  2         Tadini.^ 

Air,  tuyaux.  o,355oo  2         Navier. 

416.  Des  expériences  de  Darcy  ont  piontré  que  les  for- 
mules précédentes  présentaient  une  lacune  importante,  en 
ce  que  la  forme  de  la  paroi  doit  être  prise  en  considération. 
Si  on  y  introduit  le  rayon  moyen  p  (413),  les  coefficients 
de  la  fonction  de  Prony  devraient  être  modifiés  de  la  ma- 
nière suivante  : 

o,ooooo3  76 
a=:o,o32-|- -2 ^,, 

,,^      0,0062 

p  =  o,443-h-î-^, 

pour  des  tuyaux  neufs,  ces  valeurs  s'atténuant  peu  à  peu 
suivant  l'état  des  surfaces  et  pouvant  être  réduites  à 

^  0,00647 

a  =  o,     p=:o,5o74--^ ^1 

p 
après  quelque  temps  d'usage. 

M.  Darcy  a  en  effet  constaté  que  non-seulement  la  forme, 
mais  encore  la  nature  des  parois,  exerce  une'influence  con- 
sidérable. La  fonte  neuve  développe  un  frottement  une  fois 
et  demie  plus  grand  que  le  bitume.  Les  dépôts  spontanés 
des  eaux  arrivent  aussi  à  doubler  la  valeur  du  frottement 
de  la  fonte,  neuve. 

Les  expériences  de  Darcy  ont  été  reprises  et  continuées 
par  M.  Bazin.  Cet  ingénieur  réduit  la  fonction  de  la  vitesse 
à  un  terme  proportionnel  au  carré,  mais  il  introduit^  d'après 
les  vues  de  Darçy,  un  terme  qui  dépend  du  rayon  moyen 


7-(.)=7„'(,+iy 
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Les  valeurs  de  ces  coefficients  sont,  pour  les  canaux  à  eiel 
ouYCct  c^Vsuivant  le  degréde  rugosité  des  parais  : 

Parois  très- unies  (').. .     7==o,oi       «  =  q,q3. 

Parois  unies  Cj 7^=0,19       £  =  0,07. 

Parois  peu  unies  (').. .     7  =  0,24       1=0, 25. 

Parois  en  terre 7:^0, 28       «z=i  ,aiS. 

§n. 

EXEMPLES. 

417.  OhturateurSi  — ^  Considérons  Técoulement  perma- 
nent d'un  liquide  dans  un  tuyau  cylindrique  incliné.  La 
mêma  quantité  de  liquide  doit  passer  dans  toutes  les  sec* 
tions,  puisque  le  régime  est  permanent,  et  toutes  les  sec- 
tions sont  égales,  de  sorte  que  la  vitesse  est  uniforme  dans 
chaque  fîlet.  L'accroissement  de  la  quantité  de  mouveq^eat 
projetée  sur  la  direction  du  tuyau  est  donc  nulle  pour  U 
masse  renfermée  entre  deux  sectioqs  séparées  par  la  di^* 
tance  /.  Par  suite,  la  somme  des  pvoj cotions  de  toutes  les 
forces  extérieures  doit  être  nulle  pour  cette  même  direction. 
Énumérons  ces  forces. 

En  premier  lieu,  le  poids.  Si  A  est  l'aire  de  la  section,  A/ 
est  le  volume  et  n  A/  le  poids  du  liquide,  en  désignant  par  o 
son  poids  spécifique.  Pour  le  projeter  sur  Taxe  du  tuyau,  il 
faut  le  multiplier  par  le  cosinus  de  l'angle  du  tuyau  avec  la 
verticale.  Mais  le  produit  de  /  par  ce  cosinus  sera  sa  projec- 
tion verticale  a — ^',  si  z  et  z  désignent  les  altitudes  des 
extrémités.  La  projection  du  poids  est  donc  o)  A  (z  —  z'). 

En  second  lieu,  les  pressions  d'amont  et  d'aval  PA 
et  P'A,  qui  se  projettent  en  vraie  grandeur^ donneront  le 
terme  (P  — P')A. 


(^ )  Ciment  lissé,  bois  raboté  avec  soin^  etc. 

(*)  Pierre  de  taille,  brique,  planches,  cihient  irélangé  de  sable,  etc. 

(')  Miiçoanerift  de  moeUoo  peo  unie. 

28. 
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Qnant  aux  pressions  des  parois,  elles  sont  normales,  si 
l'on  mcl  À  pari  le  fi otlcment,  et  n^ont  pas  de  projection. 

Enfin  lefroUemcnt  Sy(y)  ou  -  ff(^)j  puisque  -  repré- 

P  P 

sente  le  périmètre  de  la  section  (413). 

Ou  aura  donc  Téquation 

f 
qui  peut  s'écrire 


p 

Or  -  est  la  hauteur  pi ézo métrique  de  la  presision  d^amont; 

-  +  2  est  donc  TélévaLion  du  niveau  pi ézûmé trique  au- 

dessus  du  plan  de  comparaison.  Le  premier  memltre exprime 
par  suite  la  diilércnce  de  ces  niveaux  ou  la  charge.  Mais  toute 
la  charge  est  pendue  pour  Paccéléraiion,  puisque  le  mouve- 
ment est  uniforme.  La  perte  de  charge  par  unité  di*  longueur 
s'obtiendra  donc  en  supprimant  le  facteur  /,  c;e  qui  donne 

crp 

Si  par  exemple  nous  supposons,  comme  dans  la  lampe 
modérateur  (259),  u»  tuyau  de  rayon  R  et  uu  obturateur 
de  rayon  /*,  ou  a  . 

/>=27r(R  +  r),     A=i:(R»— r»), 

R— r 
P  =  -^ > 

et  la  perte  de  charge  devient,  en  désignant  par  e  Tépais* 
seur  R  —  r, 

e      cj 
elle  est  donc  en  raison  inverse  de  cette  épaisseur.  Tel  est 
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le  principe  des  obiuraleurs  (2o8),  qui  consiste  h  forcer  un 
liquide  à  se  mpnvoir  dans  un  espace  élroii  et  sur  une  grande 
longueur  pour  détruire  du  travail .  Par  là,  en  vllvl,  la  perte 
par  mètre  ai^gniente,  comme  nous  venons  de  le  voir,  et  si  on 
l'exerce  sur  une  longueur  notable,  son  eifet  devient  d'au» 
tant  plus  sensible. 

418.  Projectiles.  —  Ld  mouvement  des  projectiles  est 
influencé  d'une  manière  très-notable  par  la  piésc^nce  de 
l!atnmspbère.  Pour  ne  parler  ici  que  du  frullement,  il 
expose  le  mobile  à  des  déviations  de  la  direction  première, 
comme  il  est  facile  de  le  comprendre. 

Supposops  d'abord,  comme  cas  simple,  une  sphère  homo- 
gène animée  d'nne  rotation  autour  de  la  tangente  sur 
laquelle  se  meut  actnellement  son  centre.  Les  vitesses  seront 
syméliiquemênt  réparties  autour  de  cette  dioiie.  Les  frot- 
tements étant  fonction  de  la  vitesse  (414)  se  répariiront 
eux-mêmes  d'unamanîère  symétrique  et  pourront  par  suite 
être  léduits  à  un  couple  dont  le  plan  soit  perpendiculaire 
à  Taxe.  Il  est  évident  d'uillejus  qu'en  raison  de  la  symétrie 
du  proji'ctile  la  lésisiance*  à  la  pénétration  donnera  une 
force  suiva*nt  l'axe.  Enfin,  d'après,  celle  symétrie  même, 
cetie  droite  est  un  axe  principal  central  d'in^iMiie.  La  Dyna- 
mique générale  enseigne  que  dans  ces  conditions  Taxe  est 
permanent,  et  que  la  rotation  continue  à  s'eH'rctuer  au- 
tour de  lui.  Le  mouvement  du  centre  consîdéié  comme 
reclîligne  n'esi,  du  reste,  pas  dévié  par  une  foi  ce  située 
dans  sa  direct,ion  et  ne  subit  anrnne  iiiilucnce  d'nn  couple 
quel  qu'il  soil«  Par  suite,  les  conditions  du  mou\eni('n(  ten- 
dront à  resler  les  mêmes:  et  si  aucune  anlre  cii constance 
n'inlei  venait,  le  mobile  devrait  atlcindie  le  but. 

Supposons  an  contraire  le  projc<iile  animé  d'une  rota-' 
tîon  aiitonr  d'un  axe  ditlérent  de  la  vîiesse  de  son  centre. 
La  composition  des  vitesses  de  trauslatiuii  et  de  rotation 
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ne  s'accoitiplîra  plus  d'une  manière  symétrique.  Les  froue- 
ments,  qui  sont  fonctions  de  la  vîiesée  (414),  ne  donneront 
dortc  plus  itn  couple  perpendiculaire  à  la  dîrcclîon  lîu 
mouvetAenl,  tnais  général(*ment,  comme  tout  systènre  de 
forces,  un  couple  et  une  résultante.  Dès  lors  la  rotation  s'ef- 
fectuera autour  d'axes  variables.  De  plus,  le  centre,  qui  se 
meut  sous  raclioii  directe  de  toutes  les  forces  extérieures, 
éprouvera  une  déviation  de  la  part  de  la  résultante  des 
frottements,  de  sorte  que  le  mobile  n'atteindra  plus  le  bût. 
C'est  donc  dans  les  premières  conditions  qu'il  faut  placer 
le  projectile.  Pour  y  arriver,  on  Te  munit  d'ailettes  engagées 
dans  des  rainures  pratiquées  à  la  paroi  de  1  âme  de  la  pîète,' 
suivant  uû  arc  d'hélice.  Le  mobile  ne  peut  plus  dès  lors 
acquérir  une  vitesse  de  translation  suivant  l'a^e  de  la  pièce, 
sans  prendre  en  tnème  temps  une  rotation  autour  de  cette 
droite.  Tel  est,  pour  le  réduire  à  sa  plus  simple  expression, 
1^  principe  de  Teniploi  des  armes  rayées. 


LOIS  DE  LA  RÉSISTANCE  DÈS  MILlEÛX! 

419;  Lés  premieis  essais  sur  la  résistance  des  miTîeux 
remontent  à  Galilée  et  s\  Léonard  de  Vinci.  Ce  sujet  impor- 
tant est  devenu  depuis  Tobjct  de  théories  diies  à  Kewton, 
Daniel  Bernonllî,  Euler,  Navier,  Poisson,  et  d^cxpérîences 
de  la  part  d(3  Robins,  Hullon,  Borda,  Dubuat,  Bossijt,  Cor  - 
dorcel,  d'Alcmbert,  et  de  MM.  Ducheniîn,  Russel,  Piol)ert, 
Môrin  etDidiori  (*).  M.  le  général  Poncelet  a  donné  depuis 
une  monogi^aphie  très-circonstanciée  de  ces  divers  travaux. 

(*  )  Oh. peut  citer  enoore  parmi  les  nombrcux'expérimentfttattrft^r6ê«on4 
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Ce  sujet  est  Tun  des  ptos  compliqués  que  puissent  atU^ 
quer  les  eiTqrts  réunis  de  la  diéorie  et  de  l'expérience.  Son 
état  actuel  est  encore  extrêmement  imparfait.  J'indiquerai 
cependant  les  résultais  qui  paraissent  le  mieux  éiablis. 

420.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  sur  le  cas  le  plus 
simple,  un  corps  symétrique  autour  d'un  axe,  et  animé 
d'une  translation  suivant  cet  axe.  Si  nous  circonscrivons  à 
la  surface  un  cylîrt(ire  dans  la  dîrec  tîon  de  Taxe,  il  la  divi- 
sera en  deux  parties,  Tune  antérieure  appelée  la  proue  y 
Tautre  postérieure  nommée  la  poupe.  L'aire  de  la  section 
droite  de  ce  cylindre  porte  le  nom  de  maître  couple. 

Lorsque  le  solide  s'avance  dans  un  milieu  que  nous  sup- 
poserons indélini,  il  est  contraint  pour  se  frayer  un  passage 
de  déplacer  les  molécules  fluides  qui  se  trouvent  directe- 
ment sur  sa  route,  et  par  contre-coup  d*ébranler  le  milieu 
datis  une  largeur  sans  lîmîies.  Le  fluide  acquiert  donc 
une  quantité  de  mouvement  qu'il  ne  possédait  pas  et  par 
suite  le  solide  doit  perdre  de  la  sienne.- En  eflet,  la  somme 
des  quantités  de  niouvement  du  solide  et  du  milieu,  prises 
ensemWe  et  projetées  sur  la  direction  de  Taxe,  doit  rester 
constante,  attendu  qu'il  ne  se  développe  entre  eux  que  des 
forces  d'action  et  de  réaction.  Sî  donc  on  veut  entretenir 
le  mouvement  du  corps  d'une  manière  uniforme,  il  sera 
nécessaire  d'exercer  incessamment  sur  lui  une  force.  C'est 
elle  que  Ton  noi^mç,  eh  la  prenant  eu  sens  contraire,  résis- 
tance du  milieu. 

Cette  force  sera,  d'après  la  symétrie  des  circonstances, 
dirigée  suivant  Taxe.  Elle  sera  constante  si  nous  supposons 
établi  Tétat  de  régime  en  faisant  abstraction  de  la  mise  en 
train.  Pour  la  trouver,  nous  appliquerons  epcore  le  même 


•oraipc»  de  œ  «ajet  :  Desagliihiisps,  Venturi,  Beesel,  Savard,  Sabine,  B«rly« 
Maoveiti)  Aeauiby,  X.echievalieT,  Thjfbault,  de.  PaiaihMir,  Rouac,  Moroai, 
Chintran,  M<ir{jiierîe,d'AMbuisson,  Magués,  etc. 
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tiléorëme,  maïs  au  fluide  seul.  La  soinine  des  impulsions 
des  forces  cxiérîeun'squi  lui  sont  appIIt|Uées,  piojeices  sur 
Taxe,  se  réduit  à  celle  de  la  force  eu  question,  puisque 
celle-ci,  prise  en  sens  contraire,  est  équivalente  sur  le  solide 
aux  actions  du  fluide.  Ru  appliquant  le  théorème  peudant 
Tunité  de  temps,  cette  impulsion,  qui  est  le  produit  de  la 
force  constante  par  le  temps,  se  réduira  à  l'intensité  clier- 
eliée.  Le  théorème  exprime  qu'elle  est  égale  à  Taccroisse- 
ment  de  1â  quantité  de  mouvement  projnée  sur  la  même 
dirccliou.  De  là  celte  conclusion  rigoureuse  ;  la  résistance 
du  milieu  est  égale  à  la  quantité  de  mouvement  communi- 
quée an  milieu,  en  Testi niant  suivant  la  direction  de  Taxe 
et  pendant  T uni  lé  de  temps. 

421*  Cherchons  à  nous  rendre  compte  des  éléments 
dont  dépend  cette  quantité  de  mou\emcnt.  Elle  est  de  la 
forme  ni%^.  Le  facteur  m  se  rapportant  à  ce  qu'on  peut  ap- 
peler la  masse  influencée  dans  Tunité  de  temps,  on  doit 
admettre  qu'il  est  lui-même  en  raison  de  la  vitesse  de 
marche.  Par  suite,  la  résistance  varie  eu  raison  du  carré  de 
la  vitesse  »^. 

Le  inùme  corps  se  déplaçant  dans  des  milieux  de  densités 
diiïéreiites,  la  masse  influencc'e,  qui  reste  la  même  sous  le 
rapport  géométrique,  varie  comme  la  densité.  Donc  la  résis- 
tance est  en  raison  de  la  niasse  spécifique  |ui  du  milieu  (')« 

Si  enfin  des  corps  semblables  viennent  à  prendre  le  même 
mouveinent,  toutes  les  circonstances  géométriques  reste- 
ront semblables^  et  le  phénomène  sera  seulement  amplifié 
dans  ses  dimensions.  Mais  rébraulement  occasionné  par  le 


(*)  n  est  important,  pour  1(>s  valeurs  numériques  que  nous  donnerons 
plus  loin,  de  ne  pas  ounfundie  la  masse  spécifique*  c'cst-*à-dire  la  masse 
eom prise  sous  l'unité  de  volump,  av<'fî  le  poids  ft[;éciliqne  ou  avec  la  deasilé 
qui  lui  sont  seulement  proporiionnels* 


RÉSISTAirCBS    DKS    PX.1JIDE5.  44 < 

passage  du  maître  couple  est  en  raison  de  sa  surface.  Donc 
la  résislarice  varie  proporlionnelleuiciit  a  la  section  A  du 
maître  couple;  (*). 

422.  Si  donc  X  désigne  un  coefficient  constant,  on  peut 


(*  )  Ces  raisonnemenU  élémentaires  sont  an  fond  un  peu  superficiels  pour 
UD  suj«t  aiii'si  déitt'at  que  la  question  de  la  simililude  en  Mécanique.  M  con- 
TienC  d^invoquer  k  eut  éQûrà  le  ibcorème  de  Newton  dont  je  rappellerai 
renoncé  : 

Si  Kon  cnviso(;e  deux  phénomène*  dynamiques  semblables,  c*est-à-dire 
tels,  que  les  espac<»8,  les  temps,  les  forces  el  les  masses  homiitofjues  cons<  r- 
rent  des  rappôru  eonstan'Sy  les  quatre  rapports  de  btmiltlutle  /»,  /,./*,  m  ne 
peuTent  être  laissés  quelconques ^  il  existe  toujours  entre  eus  la  relation 
néceàbaire 

me  ^ft^. 

Si,  an  lieu-de  ces  rapports  de  similitude,  nous  en  introduisons  d'antres 
mioux  adaptés  à  lu  question  actuelle,  à  savoir  ceux  dqs  surfaces,  des  Yitesses 
et  des  deireités>  ils  seront  reltés  aux  piécédenis  par  les  formules 


d'oà 


1  e  m 


•  s=^,       f==!L>       ms^di^. 


L*éqtiation  de  Newton  devient  alors 

Si  donc  nous  iniajrinons  deux  fnonvements  srmlilflbles  a^afiTectnant  avec 
des  vitesses  V,  V  des  mnlires  couples  S,  S' dans  des  milieux  de  densités  D,  D', 
opposant  des  résistances  F,  F'^  les  rapports  de  similitude  seront 

^      F         ,       D  S  V 


F         DSV« 


et  par  suite  on  aura 

F>  —  D'S' V'*' 
G*est-à-dîre,  en  désignant  par  C  une  constofite, 

FasCDSV»,       . 

ce  qu'il  fdtUit  démontrer. 
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adoieitre  pour  la  résistance  des  milieux  l'expression 

Ce  coefficient  changera  évidemment  avec  la  iorme  géo- 
niétricpie  da  corps,  mais  il  ne  parait  pas  que  la  nature  des 
substances  doive  avoir  sur  lui  d'influence.  Il  reste  à  savoir 
quelles  sont,  d'après  les  expériences,  les  diiïereates  cir- 
constances qui  penvent  faire  varier  sa  valeur. 

423.  I/rflftence  de  la  proiw.  —  Une  forme  aiguë  atténtie 
la  résistance,  en  ménageant  de  plus  loin  le  passage  du 
maiire  couple. 

On  peut  en  juger  par  les  résultats  suivants,  déduits  par 
Bos^ut,  d'Alembert  et  Condorcet,  d'expériences  faites  sur 
de  petits  modèles  : 

Plan  mince. ..» ..,.  ^1  =  0,62 

Cône  de  i56« X=ro,59 

Cône  de  i32** >  =  o,53 

Cône  de  108° >  =  o,43 

Cône  de    84**..'....  5ir=o,33 

Cône  de    60" ^  =  0,9.7 

Cône  de    36*» X  =  o,a5 

Cône  de    12" \z=io,7.^ 

Sphère >  =  o,3o 

Je  citerai  encore,  d'après  MM.  Piobert,  Morîn  et'Dîdîon, 
Texcimple  du  paracbule  ou  de  la  calotte  sphérique^concave 
ou  convexe,  suivant  le  sens  où  on  la  fait  agir  ; 

Plan  mince >=o ,'62 

Parachute  concave X  =  i  ,20 

Parachute  convexe X  =  o ,  48 

Bossut  admettait  pour  la  forme  du  vaisseau  de  ligne  un 
coefficient  compris  entre'0,09  et  o,  1 2.  Les  formes  actuelles 
de  la  navigation  à  vapeur  permettent  de  Tabaissçr  presque 
à  o,o3  ou  environ  ^z  ^^  ^^  résistance  du  plan  mince. 
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424.  Influence  de  la  poupe.  —  Lorsque  la  poupe  s'al-^ 
longe  en  devenant  plus  aigi^,  la  résistance  d^mititi^  sénat-* 
bleaient,  ce  qu^on  peut  attribuer  à  ratténuation  du  remous 
qui  se  produit  dans  le  vide  laissé  à  Tarrière. 

Pour  donner  une  idée  de  celle  influence,  je  citerai  ces 
résultats  de  Bossut,  d'Alcmbert  et  Condorcet  : 

Plan  mince ,  ^==0,62 

,  Cônïîdegë» .>i=:o,55 

Cônedç  48%.*.».  }i  =  o,53 
Cène  de  ^4" ^  =: o,5a 

J'indiquerai  encore'  les  nombres  suivants,  donnés  par 
Dubuat  et  vérifiés  par  le  colonel  DucLemin.  Ils  sont  rela- 
tifs à  des  prismes  caractérisés  par  le  rapport  de  leur  lon- 
gueur à  leur  largeur  : 

Plan  mince. ..... .  >  =3:0,620 

Prisme  de  i  * X  =  o  ,680 

.     Prisme  de  2 ....  :  •  >  =  0,064 

Prisme  de  3. . ....  Xc=:o,55o 

Au  delà  du  rapport  ajSy,  l'eflet  inverse  se  manifeste  et  la 
résistance  augmente,  ce  qu*on  doit  attribuer  à  la  prépondé- 
rance que. prend  alors  le  frottement  le  long  des  parois  sur 
l'avantage  réalisé  au  point  de  vue  du  remous. 

42o.  Influence  du  .mouvement  absolu.  -^  Les  expé- 
riences de  Dubuat  ont  mis  en  évidence  l'existence  dé  la 
proue  fluide,  c'est-à^-dire  d'une  masse  fluide  qui  reste  adhé- 
rente là  l'avant  du  corps  et  qui  forme  comme  une»annex«<le 
la  protte*  Po«r  'des  sphères,  pa«r  exemi^le,  le  volume  du 
fluide  adljb(érent  est  de  o ,  585  de  celui  èe  la  s-plière. 

Les  choseé  ne  se  passent  ^pas  de  la  it3êm<e  manière  lors*^ 
qne  le  corps  est  en  mouvement  dani  un  fluide  .8tag4Daii4^ 
comme  o^est  le  cas  pour  uu  navire,  on  lorscfui'uR  milieu 
mobile  vi«nt  agir  sur  un  obstacle  fij^e,  couitne  pour  les  cou*-^ 
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ranls  dVau  ou  d'air.  Dans  ce  dernier  cas  la  proue  .fluide 
s^'écrase  davantage.  Il  sVnsuit  une  diflTérence  de  résistance 
que  nous  mettrons  en  évidence  au  moyeu  des  nombres  sui- 
vants, relatifs  au  plan  mince: 

Corps  nxilnle >  =  o  ,6l 

Courant  inobilç. ... .   \z=zo^^2 

426.  Influence  rie  la  vitesse.  —  Les  expériences  de 
Robins  et  de  Hutton  oni  montre (jue  la  loi  précédente,  con- 
venablement \éri(îce  pour  des  vitesses  ordinaires  comprises 
entre  i  et  8  mètres,  ne  s'applitjuajt  plus  exaciemeiit  pour 
des  vitesses  excessives.  On  peut  cependant  conserver  la 
même  formule  en  déterminant  le  coefficient  X  d^apiès  la 
vitesse  moyenne  que  Ton  veut  considérer.  Les  nombres  sui- 
vants sont  lelatifs  à  des  sphèri's  : 

p=      î". . . . .  5i  =  o.,3o 

i»=     3 >,;=o,3i 

p=     5 X  =  o,3a 

p=^    lo X=o,33 

«»=    25 A  =  0,34- 

P=    5o ^::=r  o,35 

p=3=ioo. >  =  o,36 

p  =  200  ......     X  =  o ,  39 

pr=3oo >  =  o,44 

Pz=:^00 >=0^5o 

p=5oo..^. ...     >  =  o,52 

427.  Influence  rte  l'étendue  /fti  milieu,  —  Les  raison* 
nemcnts  précédents  supposent  nu  milieu  indéfini.  Si  Ton 
imagine  au  contraire  un  piston  qui  se  meuve  dans  un  tube 
indi'finiy  il  devra  déplarcr  là  totalité  de  )a  mai^se  fluide,  ce 
qui  change  conipléiement  la  loi  de  la  résistance.  Il  y  a  donc 
lieu  de  se  piéoccuper  de  Tinflnencc  de  la  proximité  do 
bord  dans  les  milieux  circonscrits,  tels  que  les  cours  d'eau. 
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Â  cet  egaixl  Dtibiiat  a  di'duit  d'cx|^énences  antérieures 
de  Bossut,  d*Alcinbcrt  et  Condorcet,  une  limite  au  delà  de 
laquelle  la  loi  générale  s*a}>pliquesans  modification.  Cette 
limite  concerne  le  rappoi^  des  dimensions  du  milieu  et  du 
corps  :  elle  est  de  4  |-  pour  la  largeur  et  de  6,4^  pour  la  sec* 
tion.  Au-dessous  de  celle  limite,  la  résistance  se  trouve 
augmentée  dans  le  rapport  suivant  : 

8.46 
en  désignant  par  n  le  rapport  des  sections* 


S  IV. 

EXEMPLES. 

428.  Pendule  hydraulique.  —  Le  pendule  hydraulique 
consiste,  comme  nous  Tavons  vu  (304),  en  une  boule  de 
rayon  /*  et  de  densité  A  suspendue  dàtis  un  courant  d  eau 
de  vitesse  V  à  un  fiî  qui  s'écariede  la  verticale  sous  Tangle  a. 
La  tension  de  ce  fil  devant  faire  équilibi^^  k  Taction  dyna-" 
mique  du  fluide  et  au  poids  etlectif  de  la  boule,  tanga  sera 
le  quotient  de  ces  deux  forces^  La  première  a  pour  valeur 
XuTrr'v*  (422).  Quant  au  poids,  il  doit  être  réduit,  si  l'on 
admet  dans  ce  s  circonstances  le  principe  d'Archimède,  à 

^Z\ — i)|ag^.^7rr'.  On  aura  de  cette  manière 

WHp»            3       X        V»     1 
tanga=  /   '  ^    •   =  -• •  — •  -• 

lia  tangente  de  la  déviation  varie  donc  en  raison  inverse 


44^  ÉTUDE   BTVAMIQUB   DBS    HCéCAlVISMES. 

du  rayon  de  la  boule,  et  directe  de  la  hautjcui:  due  à  I21  vi- 
tesse du  courant. 

Ce  calcul  s'appliquera^  encore  si  A  devient  inférieur  i 
lunité^  en  supposant  toujours  ceUe  densité  rapportée  i 
celle  du  milieu  ambiant.  L'appareil  prend  alors  le  nooi  de 
haUon  eaplif. 

429.  Parachute,  —  Si  un  corps  pesant  descend  vertica- 
lement dans  l'air,  l'équation  différentielle  de  son  mouve- 
ment sera 

ou 


en  posant,  pour  abréger, 


Sînouft  décomposons  cette  expression  de  la  manière  sui- 

__.      I        /       flfp  dp        \ 

elle  «'intégrera  à  Faide  des  logarithme*  népériens  . 

^sffk.t=,\og\    XJ    )_Iog{_,).- 


Nou9 déterminons  pour  plus  de  simplicité  la  constante,  en 
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swpposaxkt  r  absence  de  TÎlesse  iniiiark.  Il  .vient  enfin 


2V^.I=l0g 


430.  Si  Ton  fait  croitre  le  temps  indéfiniment,  on  voit 
que  la  vitesse  converge  vecs  la  limite  finie 


-=\/f=v/ 


XfxA' 


Le  mouvement  tend  donc  k  devenir  sensiblement  uniforme. 
Tel  est  k  ptîncipe  de  Femploî  du  parachute  (261).  Il  9 
pour  but  de  substituer  à  un  nuravement  accéléré,  qui  amè* 
nerait  la  perte  de  Taéronaute,  un  mouvemeut  sensiblement 
uniforme  qui  ne  dépasse  pas  une  certaine  vitesse.  Si  P  dé- 
signe le  poids  du  système  et  R  le  rayon  du  parachute,  son 
maître  couple  A  sera  tiR*,  et  la  formule  deviendra 

•  y -^ -^-~ 

La  vitesse  limite  est  donc  en  raison  directe  de  la  racine  du 
poids  et  inverse  du  rayon.  On  dojine,  d'après  cela,  aux 
parachutes  une  grande  envergurCj  car  le  poids  est  ordinai- 
rement imposé  par  les  circonstances. 


431. 


Criblage  à  la  cut^*  — «  Dans  la  préparation  méca** 
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nique  qui  précède  la  fusion  des  minerais,  on  se  livre  à  trois 
opérations  principales  :  on  réduit  la  maliore  en  morceaux 
dans  un  bocard  \  on  groupe  ces  morceaux,  par  ordre  de 
grosseur  sur  des  cribles;  on  lus  répartit  «nûn  en  couches 
horizontales  par  ordre  de  densité,  c^,est-à-dire  par  nature 
de  substances.  Ce  triage  se  fait  a  Taide  de  caves  à  secousses, 
dont  les  mouvements  brusques  remettent  constamment  les 
matières  en  suspension  dans  l'eau  pour  Içs  laisser  ensuite 
descendre  d*el]es»mêmes.  C'est  sur  celte  opération  quil 
faut  porter  notre  attention. 

Les  moi-ceaux  prendront^  d'après  ce  qui  prétède,  des  vi- 
tesses sensiblement  uniformes  représentées  par  la  formule 

Vf 


y=c^, 


C  désignant  une  constante,  P  le  poids  efleclif  du  corps  (en 
ayant  égard  à  la  diminution  qu'il  subit  dans  Teau),  et  R  une 
dimension  homologue  prise  dans  les  dilTérents  morceaux, 
que  nous  supposerons  semblables  pour  fixer  les  idées.  La 
condition  pour  que  deux  morceaux  prennent  la  mèane  vi- 
tesse pour  venir  s'établir  dans  la  même  couche  du  dépdt 
est  donc 

R   ^   R'  * 

Or,  si  A  désigne  la  densité,  P  est  proportionnel  à  R*  (A  —  i). 
Il  vient  par  suite,  en  élevant«au  carré, 

R(A-i)=R'(A'-i), 

R'  "^  à  —  r 

Tel  est  donc  le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  dimen- 
sions pour  compenser  la  dillerence  de  densité  et  amener  les 
deux  moi  ccaux  dans  la  même  couche. 
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Mais  on  vent,  au  contraire,  que  les  densités  se  séparent 
par  couches.  Il  faut  donc  donner  â  tous  les  morceaux  ou  la 
même  dimension,  ou  dés  dimensions  dont  les  limiics  ex* 
trémes  n^atieignent  pas  ce  rapport.  Et  comme  cVst  le  cri- 
blage qui  détermine  Tassociation  piéalable  des  morceaux 
que  Ton  soumet  ensemble  à  l'opération  de  la  cuve,  nous 
obtenons  par  là  la  limite  de  resserrement  qull  faut  éta- 
blir entré  les  diamètres  des  trous  des  deux  cribles  con- 
sécutifs destinés  à  séparer  le  trop  gros  et  le  trop  fin  de 
la  masse  soumise  au  lavage.  Ce  rapport  étant  constant,  on 
voit  que  Tec^helle  des  cribles  formera  une  progression  géo- 
métrique. 


^•1> 
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CHAPITRE  XXm 

RÉSISTANCE  DES  MATÉRUUX. 


§1.  . 

TRACTION. 

432.  Peéumiiî AIRES.  —  Il  nous  reste  à  aborder  un  der- 
nier ordre  de  considéra  lions  (*  )  pour  déterminer  les  dimen- 
sions qu'il  est  nécessaire  de  donner  aux  pièces,  afin  d^éviter 
qu  elles  ne  rompent  sous  les  efforts  qu'elles  sont  appelées 
à  transmettre,  ou  qu'elles  n'en  éprouvent  dans  leur  forme 
ou  leur  structure  moléculaire  une  altération  notable. 

La  voie  la  plus  naturelle  consisterait  dans  Temploi  de  la 
théorie  mathématique  de  l'élasticité.  Mais  cette  partie  de 
la  Mécanique,  quoique  fort  élégante,  ne  se  prête  encore 
qu'au  prix  de  grandes  difficultés  d'analyse  à  l'étude  des  cas 
les  plus  simples.  D'autre  part,  si  l'on  remarque  que,  quand 
bien  même  on  parviendrait  à  trouver  la  valeur  rigoureuse 
des  dimensions  théoriques,  on  s'empresserait  cependant 
d'y  ajouter  un  appoint  considérable  pour  faire  la  part  des 
circonstances  imprévues,  il  devient  évident  qu'il  suffira 
d'obtenir  une  limite  inférieure  de  ces  dimensions.  La  ques- 


(*)  La  théorie  de  la  résistance  des  matériaux,  fondée  sur  les  méthodes 
d*approximation,  a  reçu  de  grands  développements,  en  ce  qui  concerne  les 
constructions  fixes.  Je  me  bornerai  ici  aux  indications  qui  se  rapportent 
spécialement  aux  pièces  de  machines. 


tion  change  alors  tout  à  fait  de  nature,  el  des  tnétliodes 
approximatives,  dirigées  a:Tec  le  soin  convenable,  i^empïî- 
ront  parfaitement  le  but. 

4-33,  Formule  théorique.  —  Le  cas  le  plus  simple  est 
celui  d^une  pièce  prismatique,  sollicitée  suivant  sa  lon- 
gueur pï(r  une  force  F  qu'elle  tient  en  équilibre  par  ses 
réactions  moléculaires.  Nous  chercherons  donc  en  premier 
lieu  la  relation  de  la  tension  F  aux  éléments  de  la  tige,  à 
savoir  :  sa  section  A,  sa  longueur  /  dans  Tétât  naturel^  el 
son  allongement  variable  jtr. 

Si  nous  imaginons  deux  tiges  identiques  accolées  Tune  à 
l'autre,  elles  développeront  deux  forces  égales  F.  Si  donc 
OB  les  réunit  en  une  seule  de  section  aA,  les  deux  forces  ae 
réduiront  de  leur  côté  à  une  seule  égale  à  a  F.  On  voit  dèi 
lors,  en  étendant  ce  raisonnement  d'une  manière  générale, 
que  la  tension  gerà  proportionnelle  à  l'aire  de  la  section. 

Si,  d'un  autre  côté,  à  Textrémité  d'une  première  tige, 
nous  en  adaptons  une  autre  pareille  en  négligeant  rinfluence 
de  son  poids,  on  pourra  les  considérer  comme  ne  formant 
qu'une  seule  tige  dont  la  longueur  naturelle  serait  2  /.  La 
tension  de  la  seconde  tige,  à  son  origine,  permet  alors  de 
supprimer  la  force  F  qui  était  dîrectetnen't  appliquée  à  la 
preiiuièrç,  de  sorte  qu'il  ne  reste  qu'une  seule  force  F* 
Maiç  la  longueur  naturelle  est  devenue  a/. et  rallongement 

total  lur;  leur  rapport  n'a  pas  changé,  et  est  encore  ^» 

Ainsi^  quand  ce  rapport  reste  constant,  la  force  ne  varie 
pas  non  plus.  Il  est  clair  d^i. reste  que  si  l'on  déterminait  un 

autre  allongement  t?  il  faudrait  aussi  modifier  l'effort, 

et  par  conséquent  cette'  force  est  une  fonction  de  yt  ' 
On  peut  donc  écrire  '      . 

.      :  .WA/(f).   ■:  .     , 

29- 
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Si  nous  développons  cette  foiicuon  încormue  parla  formule 
de  Mac  Laurîn^  qu'on  peut  toujours  invoquer  pour  les  fai- 
bles allongements,  il  viendra 

Mais  la  force  étant  huile  dans  Tétat  naturel,  on  doit  avoir 
y{o)-=:  o  et  la  série  ne  commence  qu'au  lermei  du  premier 
degré.  Nous  pouvons  dooc,  eu  nous  bornant  aux  faibles 
c(éformatJOQS,  les  seules  que  la  pratique  puisse  admettre, 
négliger  les  termes  d*ordre  supérieur  et  écrire  simplement 

(«)  F  =  EAf,  . 

en  désignant  par  E  le  facteur  constant  qu'on  appelle  coef- 
ficient d'élasticité, 

431.  Lorsque  la  lige  sera  sollicitée  en  divers  points  par 
plusieurs  forces  F',  F'',  F'"',...'.,  son  état  variera  d'une 
manier  !  discontinue  en  cbaCuii  de  ces  points,  et  la  formule 
deviendra  pour  chaque  segment 

le  signe  ^s'étendant  seulement  à  toutes  les  forces  qui  sont 

appliquées  au  delà  du  segment,  sans  faire  aucune  acception 
de  celles  qui  sont  situées  en  deçà.  - 

La  fatigue  de  la  pi|^e,  si  on  la  mesure  par  rallongement 
proportionnel^  Sera  d'après  cela 

^  2F     . 

Elle  diminue  donc  à  partir  de  l'encastrement  k  mesure 
qu'on  franchit  le  point  d'application  de  chacune  des  for^ces. 
On  peut  alors  diminuer  la  section  d'uiie  manière  corres- 
pondante :  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  mai- 
tinsses  tiges  des  répétitions  de  pompes  dans  les  mines. 
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435.  On  peut  évaluer,  à  Taidc  de  cette  formule,  le  tra- 
vail nécessaire  pour  la' compression  d'un  ressort.  Ce  sera 
évidemment 

Si  donc  i  désigne  la  limitç  d'allongement  proportionnel 
jusqu^à  laquelle  la  formule  peqt  êire  employée  sans  errcoir 
sensible  et  la  matière  défoimée  sans  inconvénient  lé  maxi- 
mum du  travail  que  pourra  supporter  le  ressort  sera 

a 

ou  ^         •        - 

E/»V 

■ 9 

si  y  désigne  le  volume  du  ressort. 

Comme  la  demi-varialion  de  force  vive  est  égale  au  tra- 
vail développé;  on  voit  que  la  force  vive  que  l'on  pourra 
détruire  par  F  intermédiaire  d'un  tampon  de  choc  (284) 

aura  pour  valeu,r 

E/»V. 

LVfGcacité  d'un  tampon  e§t  donc  proportionnelle  à  son  vo- 
lume. 

436.  Données  expébimentales.  —  Les  considérations 
que  nous  avons  employées  ne  peuvent  être  prisés  que  comme 
des  aperçus  propresÀ  nous  gui  Jer  vers  la  forme  analy  tique  (t  ) 
de  la  relation  ctierchée;  mais  cette  formule  ne  doit  èi^e  ac- 
ceptée que  sous  le  contrôle  de  l'expérience.  Indiquons  ce 
que  Tol^ervation  nous  a  appris  à  cet  égard. 

M.  Eaton  Hodgkinson  a  étudié  les  déformations  que  subit 
une  tige  de  fer  sous  l'action  de  poids  croissants  (|tte  Ton 
soutient  pendant  rallongement,   de  manière  à  éviter  la 
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production  de  force  vive,  qui  changerait  complétemezit  le 
phénomène  (467).  On  distingue  dans  rallongement  total 
une  première  partie,  qu^on  appelle  élastiqive,  et  qui  dis- 
pstraît  quand  la  tige  est  abandonnée  à  ellcrmème,  et,  en 
outre,  la  partie  per/^anentey  qui  subsiste  en  raison  du  dé- 
faut d'élasticité.  En  calculant  d'après  ces  éléments  la  valeur 
de  E,  qui  devrait  être  une  constante  absolue  d'après  la 
théorie  précédente,  M.  Hodgkinson  a  formé  le  tableau 
suivant  : 


En  kilogr. 
par  millim. 

Propor- 

carré. 

tionnelles. 

i,87 

1 

3,75 

3 

5,62 

3 

7,5o 

4 

9,37 

5 

II  ,25 

6 

l3,I2 

7 

j5,oo 

8 

16,87 

9 

18,75 

10 

ao,ô4 

ir 

32, 50 

12 

24,37 

13 

«5,25 

ï4 

28,13 

i5 

3o,oo 

lô 

31,87 

'7 

33,75 

18 

35.62. 

«9 

37,46 

ao 

• 

A.LLOROEMBNTS  PROPOBTIOJINELS 

BN  HlfcUMlES^ 

DB  LA  LOnCUEUa  NAT«ftBLLB^ 

Zs^iS"",     A=i35«>«nq,4. 


Élastique 


Total. 

Permanent. 

0,082 

0,000 

o,î85 

0,000 

0,284 

o,003 

0,386 

0,0o3  ' 

0,475 

o>oo4 

0,571 

o,oo5 

0,666 

0,007 

0,760 

0,010 

0,863 

o,o33 

i,oi3 

o,o83 

1,283 

0,26» 

2>36o 

i,i3o 

4,287 

3,071 

9,951 

8,574 

10,493 

9,102 

17,835 

i6,5i5 

21,486 

19,795 

24,774 

22,709 

34,93s 

32, &» 

RuRtiire. 

Ruptve, 

0,082 
o,i85 

«,29î 

0,377 

0)47.1 
0,566 
0,659 
0,750 
0,840 
o,93o 

i,a3o 
1,216 

',377 
i,3gi 

1,573 

1,691 

2,o65 

a,ii5 

Rupture 


COBmClBHT  E  nAPPOKTi 

▲U  MÈTBE  CAERift 

BT   ÂD   KILOGRAMMB, 

fTALUi 

D'APkiS   L'AtLONGBlfflIT: 


Total. 

ÉUsttqa«. 

228. 10» 

^28. 10» 

202,.  10* 

202.10» 

I^.IO» 

*  200. Ift» 

198.1-0» 

.»W-.i«^ 

197 -loV 

199.10» 

197. 10« 

199.10» 

197. loi 

199. 10» 

193. 10» 

200.10» 

193.10» 

201.10» 

184. 10» 

202.10» 

i6r.to* 

202. lO* 

.  95.10' 

181.10» 

56.10» 

200. lu» 

.    29. io» 

rgi.io» 

27.10* 

200.  IO» 

I7-.ÏO' 

.218.19» 

i5.io» 

189.10» 

14.10» 

i63.io' 

10. 10» 

170. 10* 

Ruptur». 

^upf«re« 
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On  peut  distinguer  dans  ce  tableau  deux  périodes.  La 
première  s'éteud  jusqu'à  la  charge  de  17  kilogrammes  par 
millinjètre  carré.  Le  coefficient  E  n^est  pas  dans  cet  intcr^ 
yalle  absolument  constant,  mais  sa  variation  est  peu  sensi- 
ble et  assez  régulière.  On  peut  prendre  comme  valeur 
moyenne  et  en  nombre  rond  2. 10*®. 

L'^allongement  permanent  est  en  même  temps  très-faible, 
et  ne  cïépasse  pas  -^  àe  rallongement  total.  Son  effet  est, 
en  quelque  sorte,  de  constituer  une  nouvelle  substance 
sur  laquelle  de  nouvelles  charges  ne  produisent  plus  d'al- 
longement permanent,  à  moins  d'être  supérieures  à  Tan- 
cîenne. 

La  seconde  période  s'étend  depuis  ce  point  jusqu'à  la 
rupture.  Le  coefficient  varie  alors  beaucoup  et  d'une  ma- 
nière îrrégùlière.  Ce  fait  n'a  rien  qui  doive  surprendre. 
Mais  il  impose  la  nécessité  de  rester,  pour  les  applications, 
dans  la  première  période.  Sous  cette  réserve,  nous  pour- 
rons donc  employer  convenablement  la  formule  précé- 
dente (i). 

« 

437.  Les  autres  matériaux  présentent  des  circonstances 
analogues. 

La  fonte  est  une  substance  éminemment  variable  dans  sa 
nature  physique  et  chimique.  C'est  ce  qui  peut  expliquer 
les  écarts  des  différents  expérimentateurs.  Le  coefficient 
anciennement  adopté  étant,  sauf  le  facteur  10*,  repré- 
senté par  Iç  nombre  12,  Stephenson  a  indiqué  la  va- 
leur 8,  Desplaces  et  Collet -Meygr et  de  3  à  12,  et  en 
moyenne  6. 

Pour  les  bois,  d'après  MM.  Chevandîer  et  Wertheim, 
le  coefficient  diminue  à  partir  d'un  certain  âge.  La  séche- 
resse du  sol  et  l'exposition  du  nord  tendent  à  l'augmenter. 
Sa  valeur,  sauf  le  facteur  lo*,  est  de  9  à  12. 

Eu  résumé,  on  peut  indiquer,  comme  valeur^  moyennes, 
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Jes  Qomblres  suivàuts  ^  : 

E. 
Fer. : . . .  — i  =  IQO  à  i3o 

Fonte  ♦.». 3o  à  120 

Bois. ....'....•,....         p.  à     13 

438.  Compression.  —  On  peut  encore  agîr  dans  la  clîrec- 
lîon  même  d'une  lîge,  maïs  par  compression.  Il  ési  alors 
nécessaire,  pour  éviter  de  voir  la  \Aècefo{œtt(r,  de  la  main- 
tenir par  des  guides,  ou  de  ne  lui  donner  qu*ufte  longueur 
Irés-reslreinte  par  rapport  à  la  largeur. 

On  peut  reproduire  les  mômes  considérations  théoriques, 
et  l'expérience  indique  que  la  formule  (1)  est,  encore  ap- 
plicable dans  les  mêmes  limites.  M.  Hodgkinson  a  pensé, 
toutefois,  qu^l  était  convenable  de  diminuer  de  i5  a  20 
pour  looie  coefficient  dufer^  pour.passef^de  la  dilatation  à 
la  compression,  et  seulement  de  quelques  centièmes  pour  la 
fonte.  Mais  ce  fait  aurait  besoin  d'être  mieux  établie 

439.  Rupture.  —  Un  phénomène  plus  essentiel,  est  celui 
de  la  rupture  qui  se  produit  quand  la  charge  devient  ex- 
cessive. 

On  doit  éviter,, dans  la  pratique,  d^atieîndre  et  même 
d'approcher  de  beaucoup  de  ce  point.  L'usage,  pour  b 
traction  directe  comme  pour  tout  autre  mode  de  fatigue^  est 
3e  ne  pas  dépasser  j  à  -^^  de  la  charge  de  rupture.  On  peut 
bdiquer,  à  cet  égard ,  les  nombres  suivants,  rapportés  au 
kilogramme  par  millimètre  carré  : 

Limite  Valeur  Lîmfte 

Hilërietire.      moyenoe.      supérieure. 

Fer  e^  fil.  .......... .  5o  90  go 

Fer  en  Iwrre aS  \n           ^    00 

Fer  en  tôle 35  3Ô  ^o 

A<'ier. •  36  »  100 

Fonte .  o  »  i4 

.Cuivre 26  »  '3a 

Cbène  ou  sapin  du  Nord.  6  ».  9 

S»i|Mn  des  Vosges .       ■ 

Courroie  en  cuir. ......  ■  '  ^  » 
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D'après  Coulomb,  les  coid^^s  peuvent  porter  de  5o  k 
do.kilbgrafnnnes  par  fil  de  caret  d^  8  niillimètrea  de  dia- 
mètre, tordu  directement  et  employé  avec  d- autres  pour 
former  la  corde. 

M.  Vîtkers  a  étudié  récemment  Tinfluence  exercée  sur 
le  point  de  rupttire  des  aciers  par  le  degré  de  carburation. 
Il  été  conduit  aux:  résultats  suivants  : 


PI^-MILLIÈHES 

EFFORT   DE  RUPTURE 

ÀLLONGEMfeNTS  EN  MILLIÈMES 

DE 

E!t  ELkOGRANMRB 

DE 

CÀ^ONB. 

PAR  HILLIN61RE  CARR«. 

a8 

48 

34,8 

43 

53 

34,8 

48 

59 

3i,8 

53 

67       , 

a8,5 

63 

70 

a5,4 

74 

71 

17,5 

H 

86 

28,5 

lÔO 

94 

25,4 

ia5 

108 

i5,8 

La  Vîguenr  augmente  donc  pour  le  fer  avec  le  degré  d'acîé- 
ratioji  jusqu'à  1 1  pour  100  de  carbone.  On  la  voit  ensuite 
diminuer,  quand  on  incline  davantage  vers  la  nature  de  la 
fonte. 

Quant  à  ce  qui  concerne  la  rupture  par-  compression 
d'un  prisme  trop  court  pour  fléchir,  j'indiquerai  les  résul* 
tats  suivants  : 

Fer 25 

'  Fonte. 63 

'    Cliéney  sapin  du  Kord 4 >^ 

La  température  à  sur  ces  effets  une  influence  qu^il  est 
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essentiel  de  prendre  en  considération  dans  les  machines  à 
feu.  Cette  action  est  certaine,  mais  les  nombres  suivants 
auraient  peut-être  besoin  du  contrôle  ^c  nouvelles  expé- 
riences. J'ajoute  qu'ils  sont  simplement  proportionnels  et 
sans  valeuf  concrète. 

Température  centigrade.                       Tôle  de  fer.  Cuivre. 

o., i,ooo  i,oo 

loo 1,197  0,95 

i5o »  0,90 

20O. ............ •  i»o8o  o,85 

a6o ; »  0,80 

3oo 9?95o  0)67 

35b o ,980  » 

4oo »  » 

45o 0,980  » 

5oo , o ,  760  » 

55o ; . . . .             i»  6,32 

600. o,5îao  » 

65o »  » 

700 o ,35o  ■ 


Sn. 

FLEXION. 


440.  Fibre  neutre.  —  Les  pièces  de  machines  sont  le 
plus  ordinairement  synàé triques,  et  sollicitées  par  des  forces 
comprises  dans  le  plan  de  symétrie,  il  demeure  dès  lors 
évident  que  la  déformation  s'opérera  dans  le  plan  même. 

Nous  supposerons  d'abord,  pour  nous  placer  dans  le  cas 
le  plus  simple,  un  prisme  sqllicité  pa^  des  forces  perpendi- 
culaires à  la  longueur. 

Les  calculs  suivants  sont  fondés  sur  une  hypothèse  très- 
simple ,  q«i  Siy  du  reSCiç,  subi  le  contràle  de  l'expérience. 
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Nous  supposerons,  en  premier  lieu,  que  les  molécules  si* 
tuées  dans^  une  section  droite  du  prisme  restent ,  après  la 
flexion,  ds^uê  un  même  plan  normal  au  profil  longitudinal 
de  la  pièce  :  c'esl  ce  qu'on  appelle  le  piîncipe  de  la  con« 
servation  des  tranches.  Nous  admettrons,  en  second  lieu, 
que  les  fibres  formées  par  les  molécules  alignées  suivant 
des  droites  parallèles*  aux  arêtes  du  prisme  se  comportent 
comme  si  elles  étaient  seules,  en  s^ allongeant  ou  se  raccour- 
cissant suivant  la  formule  fondamentale  {i)« 

441.  Faisons  une  section  normale  MG  et  envisageoi^s 
la  portion  comprise  entre  elle  et  rextrémîté.  Deux  grouf  es 
de  forces  concourent  à  son  équilibre  :  en  premier  lieu,  les 
efforts  F  appliqués  à  des  distances  A  de  rorigîpe  [PI,  IV, 

fig,  6i),  et,  par  suite,  à  des  bras  de  levier  A  —  x  de  la 
section  considérée,  si  x  désigne  son  abscisse  :  ces  distances 
ne  sont  que  geu  modifiées  par  la  flexion  qnî  s'exerce  dans 
un  sens  perpendiculaire,  et  lioùs  pourrons  faire  abstraction 
de  cette  variation;  en  second  lieu,  les  forces  d'élasticité 
qui  sont  développées  dans  la  section  même  par  la  première 
partie  du  prisme. 

Si  nous  projetons  sur  la  tangente,  les  forcés  F  disparais- 
sent, puisqu'elles  restent  sensiblement  normales,  et  Téqua- 
tion  ne  renferme  que  les  forces  d'élasticité.  Leur  somme 
de  projections  étant  dès  lors  nulle,  elles  doivent  être  équi- 
valentes à  un  couple  qui  sera  situé  dans  le  plan  de  flexion, 
en  raison  de  la  symétrie.  Si,  en  second  lieu,  nous  posons 
l'équation  des  moments,  par  rapport  à  un  axe  transversal 
pris  dans  la  section  fixe,  elle  nous  apprendra  que  le  mo- 
ment de  ce  couple  est  égal  à  la  somme  Z  F  (A — pc)  des 
moments  de  toutes  les  forces  appliquées* 

442.  Puisque  les  for^^es  d'élasticité  forment  un  coi^le, 
il  s^en  développe  néces»sai rement  dans  les  deux  sens*  Il  y  a 
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donc  des  fibres  étendues  et  d'autres  comprimées,  et,  par 
suite,  il  en  existe  une  inlermédiaire'qu!  conserve  sa  lon- 
gueur naturelle,  et  que  ron  appelle  la  fiire  neutre^  CVst 
elle  qui  pourra  servir  à  caraciéiiser  la  figure  de  la  pièce 
après  déformation.  Nous  résoudrons^  pour  cela,  deux  ques- 
tions successives  :  arouver,  d'une  part,  la  ptisidon  delà 
fibre  neutre  dans  les  dlfléi^entes  section»  au  moyen  de  ré<|ua- 
tion  de  projections  tangentielles^  et,  en  second  lieu,  sa  figure 
dans  respace,  d'après  réqualion  des  momentsv 

443.  Remarquons  que  toutes  les  fibres  constituent, 
d'apièsThypolbèsede  la  conservation  des  tranrbes,  des  dé- 
veloppantes d'une  même  développée,  puisqu'elles  conser- 
vent leurs  distances  normales.  Si  donc  p  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  fibre  neutre  GG',  p  4-  »*  sera  celui  de  la 
fibre  quelconque  MM',  qui  en  est  distante,  dans  Tétat  na- 
turel, de  MG  =  i'. 

Prenons  une  sectiqn  voisine  qnî  coupe  la  première  au 
centre  de  courbure  O,  et  soit  A  la  distance  naturelle  de  ces 
tranches.  Elle  exprimera  encore,  après  la  flexion,  la  lon- 
gueur GG'  de  la  fibre  neutre  dans  cet  intervalle,  puisque 
celle-ci  ne  subit  aucune  altération.  On  aura,  eu  assimilant 
les  arcs  des  deux  fibres  à  leurs  cercles  osculateurs, 

M^r  __  MO 
GG^  ""  GO  * 

d'où 

GQ  p  (* 

La  variation  subie  par  MM',  qui  était  primitivement  égale 

à  X,  est  donc  —  >  et  son  allongement  proportionnel  -•  La  ten- 

^  ,  P 

sion  sera  dès  lors,  d'après  la  formule  fondamentale  (i), 

Ea  -)  en  désignant  par  a  la  section  de  la  fibre.  Si  donc  ces 
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forces  forment  uu  couple,  on  doit  avoir 


P 

cVst-à-dire,  puisque  E  et  p  sont  des  constantes  pour  toutes 
les  fibres  dans  la  section  considérée, 

2af>  =  o. 

Le  mofuent  total  des  éléments  de  la  section  est  donc  nul, 
par  rapport  à  la  fibre  neutre^  ce  qui  prouve  que  celle-ci 
passe  par  le  centre  de  gravité.  Comme  nous  avons  raisonné, 
du  reste,  pour  une  tranche  quelconque,  il  s'ensuit  que  la 
fibre  neutre  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  toutes  les 
sections.  La.  première  question  se  trouve  par  là  résolue. 

4i4.  L^équatiah  des  moments  relatifs  à  Tintcrsection  de 
la  fibre  neutre  par  le  plan  dé  la  section  considérée  sera 

(a)  2F  (^  —  a:)i=zlEd^'  ps=z  -lav^szz  — C. 

Dans  cette  formule,  fi  désigne  le  moment  d^ineriie  de  Taire 
de  cette, section,  pris  par  rapport  à  l'axe  qui  serait  mené 
par  son  centre  de  gravité  perpendiculairement  ,au  plan  de 
symétrie,  et  que  nous  appellerons  Y  axe,  neutre. 

On  doit  voir  dans  cette  formule  l'équation  de  la  fibre 
neutre.  Si,  par  exemple,  les  forces  extérreùres  forment  un 
couple,  le  premier  meiiibrc  devient  constant  pour  toutes 
les  s«»ciions  situées  en  deçà  de  ce  couple,  car  il  se  réduit  au 
moment  du  couple.  On  a  done 

p  =  CODSt. 

et,  par  suite,  toute  cette  portion  affecte  la  forme  circulaire. 

Pour  mettre  cette  relation  sous  la  forme  d'une  équation 

différentielle,  remplaçons  le  rayon   de  courbure  par  sa 
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valeur  s 

9- 5â^ » 

et  par  approximation 

car  rinclinaison  —  varie  peu  puîsqu*ou  suppose  la  défor- 
mation peu  sensible,  et,  à  ce  titre,  ^n  carrédisparaitdevaiit 
Funilé.  La  formule  devient  ainsi 

et  Ton  en  tire  par  une  double  intégration 
(3)  Y.^ï=JJdx''^t{^-x). 

Telle  est  l'équation  de  la  fibre  neutre,  qui  résout  la  seconde 
question. 

On  remarquera,  comme  ci-dessus  (434) ,  que  cette  formule 

est  discontinue,  car  le  signe  5*  ne  s'étend  qu'aux  forces 

comprises  entre  le  point  considéré  et  l'extrémité  de  la  pièce. 
Le  second  membre  perd  donc  un  terme  cbaque  fois  que  Ton 
franchit  le  point  d'application  d'une  force,  et  la  forme  du 
profil  change  avec  lui. 

445.  Fatigue.  *'~^  Si  nous  voulons,  en  outre,  nous  rendra 
compte  des  teusions  développées,  il  suffira  d^en  chercher  le 
maximum  pour  constater  qu'il  ne  dépasse  pas  la  limite  que 
comporte  la  substance  employée  (439). 

Nous  avons  vu  que  la  fatigue  y,  exprimée  par  rallonge- 
ment proportionnel  de  chaque  fibre,  a  pour  valeur  (i») 

__  p__p2F(A— a?) 


^ 


Son  maxiinuBi  se  trouve  en  général  (^)  dans  rencasdrenàent 

où  le  signe  \]  s^étend  au  j>la8  grand  nombre  de  fortes  et  où 

leurs  bras  de  levîers  prennent  leur  plus  grande  valeur  û. 
Dans  cette  section,  la  plus  grande  fatigue  correspondra 
évidemment  aux  points  les  plus  éloignés  de  la  fibre  neutre, 
c'est-à-dire  de  l'axe  neutre.  Cç  maximum  a  donc  pour  ex- 
pression 

V.2FA 


(4)  *  =  • 


Ef* 


SI  V  représente  la  plus  grande  ordonnée  de  la  section.  Il 
sera  par  suite  nécessaire  et  sufBsant  d'avoir 

en  désignant  par  i  la  limite  de  fatigue  que  Ton  doit  s'im- 
poser pour  les  diiTér^nts  matériaux  (439). 

446.  Si,  pour  caractériser  le  prix  de  revient  ou  la  quan- 
tité de  matière  employée,  nous  nous  donnons  l'aire  de  la 
section,  nous  resterons  encore  maîtres  d'atténuei;*  la  fatigue 
en  donnant  à  cette  section  une  forme  appropriée.  II  faut 
pour  cela  éloigner  autant  que  possible  de  Taxe  neutre  les 
différents  éléments  de  cette  surface.  On  augmente,  à  la 
vérité,  par  là  le  numérateur  en  raison  de  la  première  puis- 
sance des  dimensions  à  cause  du  facteur  V;  mais  on  fait 
aussi  varier  le  dénominateur  dans  l'ordre  du  carré,  à  cause 
du  facteur  /x,  et,  en  définitive,  la  valeur  de  $  se  trouve 
atténuée. 

Si,  par  exemple,  on  veut  employer  la  forme  rectangu- 


(' )  Je  dis  en  général,  car  il  peut  arrWer  que  icertaines  forces  soient  de 
sens  contraire  et  tendent  à  diminuer  au  contraire  la  somme  des  moments. 
Mais  il  est  toujours  alors  bien  facile  de  trouver  le  maiimum  du  second 
membre. 
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laîre,  il  faudra  placer  sa  grande  largeur  dans  le  plan  de 
flexion.  C'est  pour  cette  raison  qu  on  arme  de  nem^ures  les 
pièces  destinées  à  résister  à  la  flexion.  On  fera  mieux  encore 
en  évidant  le  rectangle  pour  augmenter  ses  dimensions, 
sans  changer  sa  surface.  Si  ensuite  on  réunit  dans  le  plan  ' 
de  symétrie,  en  une  seule  flasque,  les  deUx  montants  du 
rectangle  creux,  on  leur  donné  par  là  plus  de  fermeté  et  on 
obtient  le  doubla  T 

I 

comme  dans  les  balanciers  des  machines  cle  rotation.  Si 
Ton  emploie  des  formes  rondes,  il  faudra  les  creuser  au 
centre.  Les  sections  elliptiques  devront  de  même  être  évi- 
dées  et  placées  de  manière  que  le  grand  axe  se  trouve  dans 
le  plan  de  flexion. 

447.  Cependant  cette  règle  n'est  utile  que  pour  une  ma- 
tière telle  que  la  fonte,  que  l'on  peut  disposer  par  le  mou- 
lage suivant  toutes  les  formes  voulues.  Mais  avec  le  bois, 
par  exemple,  tout  ce  qu'on  ôterait  pour  évider  la  section 
dans  le  centre  serait  en  pure  perle,  et  il  vaut  encore  mieux 
conserver  la  forme  pleine.  Comme  celle-ci  est  toujours  un 
rectangle  dans  la  pratique  et  que  la  forme  naturelle  d'un 
tronc  d'arbre  est  circulaire,  on  peut  se  demander  quel  est 
le  rectangle  qu'il  sera,  a  ce  point  de  vue,  le  plus  avantageux  | 
d'inscrire  dans  le  cercle. 

Il  suffit  pour  cela  de  calculer  la  quantité  ^  et  de  la  rendre 

maximum.  Or,  si  nous  appelons  a  et  h  les  demi-dimen- 
sions du  rectangle  en^liauteur  et  en-largetir,  nous  aurons 


=/: 


ftÉSISTANCB    DES    MiTÉMàDX.  4^5 

Nous  poseronis  donc 

a'  6  =  roax. 

avec  la  condition 

fl»  -f-  6*  =  const.  =  r* 

pour  que  le  rectangle  ne  cesse  pas  d'être  inscrit  dans  le 
cercle.  On  lire  de  là      . 

^ahda  -h  a^db  =  o, 
^ada  -f-  2 bdb  =  o» 

ei  en  éliminant  le  rapport  dinerentîel, 
%b  a 

d'où. 

Il  suffira,  pour  construire  cette  valeur,  de  partager  un 
diamètre  en  trois  parties  égales  et  de  lui  élever,  de  part  et 
d*autre,  des  perpendiculaires  par  les  points  de  division; 
elles  marqueront  sur  le  cercle  les  deux  autres  sommets  du 
rectangle. 

EXEMPLES. 

448.  Pour  éclaîrcîr  ces  généralités,  je  présenterai  quel- 
ques exemples,  en  choisissant  pour  cela  les  cas  les  plus 
simples  et  les  plus  fréquemment  k*éalisés  par  les  pièces  de 
machines. 

ExBMPLE  I.  —  Pièce  encastrée  ei  sollicitée  à  son  extré- 
miié{Pl.ir,fig.6i). 

3o 
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Équation  de  la  fibre  neutre  (^)  : 

"o-  •     ^  •  '^y 

Si  nous  intégrons  sans  constante  pour  exprimer  quey  et  — 

sont  nuls  en  même  temps  que  x^  c*est-à-dîre  que  la  pièce 
est  encastrée  à  Torigine,  il  viendra  , 


Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  l'obtiendrons  pour  Textré- 
mité  en  faisant  x=  l: 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  l'encastre- 
ment (4)  : 

VF/ 

Ep 

449.  Exemple  H,  —  Pièce  encastrée  et  chargée  uni' 
foimément  (PL  IF,  fig*  6i). 

Équation  de  la  fibre  neutre.  —  Nous  désignerons  parFi 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce.  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fi  (/  —  x)  pour  U  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  pour  former  l'équa- 
tion de  la  fibre  neutre. 

Si  nous  l'appliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lon- 
gueur, la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à  la  seclipn  va- 
riable, — >  et  l'équation  (3)  deviendra 


JUÊSISTAIIÊB    DBS    HÀBttUkVX.  i^J 

Elle  a  pour  intégrale 

F,  (/-.r)« 


E|i7  =  : 


-3T 


avec  deux  termes  arbitraires,  Fua  constant,  l'aull'e  ^n  x. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  cette  partie  pour  exprimer  Tencastrement  à  Torigine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

24  EiAj' =3  F,  {<r- — 4V«' -h 6/»4r^). 
Valeur  de  la  flèche,  —  Nous  Faurons  pour  a:  ==  /  ; 


8Ep 

Si  on  remarque  qpe  Fi  /  remplace  la  qaamtitéF  de  l'exemple 
précédent,  oii  voit  que  la  flètlie  n'eôt  que  les  \  de  celle  du 
premico*  cas.      - 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  Tencastre- 
ment  (4) 

!i       VFi/« 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450.  ÇxEMPLE  DL  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mément et  sollicitée  à  son  extrémité  (PL  IV^fig,  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
Ton  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équaiioti  de  la  fibi'e  neutre,  — ^  Nous  TobtiefidroQs  en 
réunissant  les  deux  précédentes  : 

3o. 


/^66  ÉTUDE    DYNAMIQUE    DES    MÉCAl«t.$MES. 

Équation  de  la  fibre  neutre  (Z)  : 

o.  •      ^  •  dy 

Si  nous  intégrons  sans  constante  pour  exprimer  que^y  et  — 

sODt  nuls  en  même  temps  que  x^  c*est-à-dîre  que  la  pièce 
est  encastrée  à  Toriglne,  il  viendra  . 


Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  robtiendrons  pour  rextré- 
mité  en  faisant  x  =  l: 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  l'encastre- 
ment (4)  : 

VF/ 
•!>  =  -r-*  ' 
Ep 

449.  Exemple  H,  — •  Pièce  encastrée  et  chargée  uni' 
fotTnémenp  {PL  IV,  fig*  fii). 

Équation  de  la  fibre  neutre.  -^  Nous  désignerons  parT*, 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce,  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fi  (/  —  x)  pour  U  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  pour  former  l'équa- 
tion de  la  fibre  neutre. 

Si  nous  l'appliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lon- 
gueur, la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à  la  seclipn  va- 

Y  [i xV 

riable,  — >  et  l'équation  (3)  deviendra 


JLÉSUTAXÊB    DBS    MAjOBélUAUX. 

Elle  a  pour  intégrale 


467 


EKr  = 


_F,{l--rY 


TT 


avec  deux  termes  arbitraires,  Pua  constant,  l'auU'e^na:. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  cette  partie  pour  exprimer  Tencastrement  à  Torigine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  Faurons  pour  x  =  l  ; 

Si  on  remarque  qfxe  Fi  /  remplace  la  qaamtitéF  de  l'exemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'eôt  que  les  7  de  celle  du 
premier  cas. 

Valeur  de  là  fatigue.  '—  Elle  correspond  à  Tencastre- 
ment (4) 


*== 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450.  Exemple  DI.  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mément et  sollicitée  à  son  extrémité  (PL  IV^fig,  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
Ton  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équation  de  la  fibre  neutre,  —  Nous  rc^tiçadrons  en 
réunissant  les  deux  précédentes  : 

3o. 
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Équation  de  la  fibre  neutn 

Si  nous  iDtégrons  sans  con? 

sont  nuls  en  même  temps 
est  encastrée  à  Tongine, 

Valeur  de  la  flèche 
mile  en  faisant  x  = 


Valeur  de  lafc 
ment  (4) : 


i4d.   EXEWF 
formémenp  (I 

Équation 

la  charge  pa 
même  de  la 
pièce,   et 
devons  se' 
.  tion  de  1; 
Si  no^ 
gueur, 
change' 

riablc 


fc  _r  . 


HÉSUTAIIËB   DE»  MAXIMAUX. 

Elle  a  pour  intëgralé 

F,  (/-.r)< 


467 


n* 


Ej.^: 


3.4 


avec  deux  termes  arbitraires,  Pua  constant,  Tautl'e  ^n  x. 
Mais  nous  devons,  comiiie  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  cette  partie  pour  exprimer  rencastrement  à  l'origine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

Valeur  de  la  flèche»  —  Nous  Faurons  pour  x  =  l  ; 


F  = 


F,/^ 


8Ep 

Si  on  remarque  que  Fi  l  remplace  la  qumtité  F  de  l'exemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'est  que  les  7  de  celle  du 
premier  cas.     '-,'■- 

Valeur  de  la  fatigue,  ^ —  Elle  correspond  à  Tencastre- 
ment  (4) 


V.F,/.- 


VF,^ 


^ 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450.  ÇxEMPLE  DI.  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mément et  sollicitée  à  son  extrémité  {PI,  IVyfig,  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
l'on  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équaiioh  de  la  fibre  neutre,  -—Nous  Td^tiendrons  en 
réunissant  les  deux  précédentes  : 

Y.i>,y  =  -|  (3/x'  ^  x')  -h  |4  <^*  —  4/x>  4-  6/»x'). 

3o. 


l! 


I   \ 
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Équation  de  la  fibre  neutre  (3  )  : 

bi  nous  iDtegrons  sans  constante  pour  exprimer  que/  et  — 

sont  nuls  en  même  temps  que  x,  c'est-à-dîre  que  la  pièce 
est  encastrée  à  Torigine,  îl  viendra  v 


Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  l'obtiendrons  pour  Texlré- 
milé  en  faisant  x  =  /: 


/  = 


3Ep 


Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  rencastre- 
ment  (4) : 


<!>== 


VF/ 


449.  Exemple  II,  -t-  Pièce  encastrée  et  chargée  uni" 
fotmémenp  (PL  IF,  Jig.  6i). 

Équation  delà  fibre  neutre,  -^  Nous  désignerons  parFi 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce.  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fi  (/  —  x)  pour  U  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  pour  former  Téqua- 
tion  de  la  fibre  neutre. 

Si  nous  rappliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lon- 
gueur, la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à  la  scclipn  va- 
riable, -^ >  et  Téquatlon  (3)  deviendra 


JUUlATAlflIB   DBS    MÀJQCAlUAIJX. 

Elle  a  pour  intégrale 


467 


avec  deux  termes  arbitraires,  Pua  constant^  Tautl^e  ^n  x. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  cette  partie  pour  exprimer  Tencastrement  à  Torigine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  Faurons  pour  x  =  l  ; 


F  = 


8Ep 


Si  on  remarque  que  Fi  l  remplace  la  quantité  F  de  Texemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'est  que  les  7  de  celle  du 
premier  cas."    v       ' 

Valeur  de  là  fatigue.  ^—  Elle  correspond  à  Fencastre- 
ment  (4) 


V.F,7.- 


K 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450.  ï^xEMPLE  DI.  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mément et  sollicitée  à  son  extrémité  (PL  IVyfig,  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
Ton  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équation  de  la  fibre  neutre,  >—  Nous  Td^tiendrons  en 
réunissait  les  deux  précédentes  : 

E/A^.=  -1  (3/x'  ^  3^)  -h  ~  <^*  — 4/x>  4-  6/»x'). 

3o. 
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Équation  de  la  fibre  neutre  (Z)  : 

b\  nous  intégrons  sans  constante  pour  exprimer  que/  et-— 

sont  nuls  en  tnême  temps  qiie  x,  c*est-à-dîre  que  la  pièce 
est  encastrée  à  Torigine,  il  viendra  ; 


Ep/ 


=^(t'-|)- 


Valeur  de  lajlèchè.  —  Nous  l'obtiendrons  pour  Textré- 
milé  en  faisant  x  =  /; 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  rencastre- 
ment  (4) : 


«t)  = 


VF/ 


449.  Exemple  II,  -r-  Pièce  encastrée  et  chargée  uni- 
formémenp  (PL  IF,  fig»  6i)- 

È^fuaiion  delà  fibre  neutre,  -^  Nous  d&ignerpns  parFi 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce.  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fi(l  —  x)  pour  U  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  paur  former  1  éc^ua- 
tion  de  la  fibre  neutre. 

Si  nous  l'appliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lou' 
gueur,  la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à  la  seclipn  va- 

jL  réquatÎQu  (3)  deviendra      *..,. 
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Elle  a  pour  intégrale 

■--=^^ 

avec  deux  termes  arbitraires,  Pua  constant,  Tautl'e  ^n  x. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  celle  partie  pour  exprimer  rencaslrement  à  Torigine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

Valeur  de  la  flèche»  —  Nous  Taurons  pour  x  =z  l  : 

8Ep 

Si  on  remarque  (pie  Fi  l  remplace  la  qusntité  F  de  l'exemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'est  <jue  les  7  de  celle  du 
premier*  cas.      . 

Valeur  de  là  fatigue.  —  Elle  correspond  à  rencaslre- 
ment (4) 


?!        > 


K 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450.  Exemple  DI.  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mément  et  sollicitée  à  son  extrémité  (PL  IVy  fig-  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
Ton  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équation  de  la  fibre  neutre,  >—  Nous  Td^tiendrons  en 
réunissant  les  deux  précédantes  :  . 

17  F* 

3o. 
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Équation  de  la  Jibre  neutre  (3)  : 

Si  nous  iDtegrons  sans  constante  pour  exprimer  quey  et  y- 

sont  nuls  en  même  temps  que  x,  c'est-à-dîre  que  la  pièce 
est  encastrée  à  Tongine,  îl  viendra 


Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  l'obtiendrons  pour  Textré- 
milé  en  faisant  a:  =  /; 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  l'encastre- 
ment (4)  : 

VF/ 

449.  Exemple  II,  —  Pièce  encastrée  et  chargée  uni' 
foimément  {PL  IF,  fig^  fii). 

Équation  de  la  fibre  neutre.  —  Nous  désignerons  parFj 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce.  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fi  (/  —  x)  pour  U  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  pour  former  l'équa- 
tion de  la  fibre  neutre. 

Si  nous  l'appliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lon- 
gueur, la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à  la  seclipn  va- 

riable,  — ^ >  et  Téquatlon  (3)  deviendra 


dx 


JUUiaTAlfCB    DBS    UÀOÉMlkVX.  ^6^ 

Elle  a  pour  intégrale 

avec  deux  termes  arbitraires,  Pua  constant,  l'autre  ^nx. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
toute  cette  partie  pour  exprimer  Tencastrement  à  Torigine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  Faurons  pour  x  =  l  :  ' 


F  = 


8Et 


Si  on  remarque  cjue  Fi  /  remplace  la  quantité  F  de  Texemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'est  que  les  7  de  celle  du 
premitsr  cas. 

Valeur  de  là  fatigue.  —  Elle  correspond  à  Fencastre- 
ment (4) 

•     ïx       VF, /• 


Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

450,  ÇxEMPLE  III.  —  Pièce  encastrée^  chargée  unifor- 
mépient  et  sollicitée  à  son  extrémité  (PI.  IVyfig.  61). 

C^est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
Ton  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équation  de  la  fibre  neutre,  —-Nous  F  (détiendrons  en 
réunissait  les  deux  précédimtes  : 

%Y,X  =  -1  (3/x2  ^  a?)  -h  ~  <^*  — 4/x>  4-  6/»x'). 

3o. 
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Valeur  de  la  flècJie  : 
Valeur  de  la  fatigue  : 

451 .  Exemple  IV .  —  Pièce  posée  sur  deux  appuis  et 

chargée  uniformément  (PI,  IVyfig,  62). 

La  charge  totale  étaat  F|/,  chacun  des  points  d^appui 

F /  ,     ' ,'      ' 

supporte  reffort  -^  et  oppose  une  réaction  égale.  Chaque 

moitié  de  la  pièce  peut  donc  être  considérée  comme  encas- 
trée au  milieu  de  Ja  longueur  totale  et  fléchie  k  son  extré- 

mité  par  cet  effort  -^-  Il  suffit  par  suite  d'appliquer  les  for- 

•   /                     p  / 
mules  du  cas  précédent  en  changeant  /en  -  et  F  en -t 

car  les  forces  sont  maintenant  de  sens  opposés.  H  vient 
ainsi  : 

Équation  de  la  fibre  neutre  : 

Valeur  de  la  flèche.  —  Mous  aurons,  sauf  le  signe, 

•^  ""  3«4  Eft  ' 

Elle  n'est  plus  que  les  j—^,  ou  environ  —  de  celle  du  pre- 
mier cas. 

Valeur  de  la  fatigue  : 

VF^ 
8Ep' 

Elle  n'est  plus  que  le  huitième  de  celle  du  premier  cas. 
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Cest  au  milieu  de  Id  pièce,  dans  rencaslrement  fictif, 
qu  elle  se  développe. 

.4S2.  Première  application.  —  Dents  iTengrenage.  — 
Pour  inonlrer  par  un  exemple  rapplîcalîon  de  ces  règles, 
considérons  une  dent  d'engrenage.  Bien  que  ce  ne  soit  pas 
un  prisme  dans  lesensdu  rayon,  nous  pouvons  (453)  Tassî- 
miler  à  une  pièce  encastrée  et  sollicitée  à  son  extrémité, 
car  c'est  pour  Tinstant  où  Teffort  se  transmet  par  ce  point 
que  la  fatigue  est  maximum,  et  qu'il  est  nécessaire  démettre 
les  dents  en  état  de  la  supporter. 

Nous  avons  trouvé  dans  ces  conditions  (448)  : 

VF/ 

La  section  étant,  dans  le  cas  actuel,  un  rectangle,  on  a  (447  ) 

3       /      „ 

L'usage  est  de  faire  la  longueur  b  des  dents  proportion- 
nelle à  l'épais.^eur  a,  La  longueur  /  se  détermine  par  la 
ligle  de  réchanfrinement  toujours  de  la  même  manière. 
Elje  est  donc,  au  moins  pour  les  petites  dimensions  qui 
sont  le  cas  de  la  pratique,  propoitionnelle  elle-même  à 
IVpaisseur  a.  Comme,  du  reste,  E  et  4>  deviennent  des 
<^onstanles  spécifiques,  quand  ou  remplace  4  par  la  limite  i 
que  ne  doit  pas  dépasser  la  fatigue  (439),  Téquation  prend 
•afonne(*) 

(*)  Dans  la  pratique  on  emploie  Tes  coefficlenU  suivants  exprimes  en  mil- 
limètres  quand  F  l'est  en  kilogrammes  : 

Fer  et  fonte .*=i"»»",o5 

Cuivre  et  bronze. .... A  =  i*»"»,3i 

Charme  el  sorbier A  c=  |i>"n,3S. 
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Seconde  afplicàtïon^.  —  Tourillon,  —  La  résction  dû 
coussinet  est  appliquée  eu  un  point  intermédraire,  mais  il 
sera  bon  de  la  reporter  par  la  pensée  à  Textréoiité  pour 
faire  la  part  des  circoustancefi  défavorablçs.  Le  lourîUoa 
peut,  du  reate,  être  considéré  comme  encastré  dans  la  masse 
de  Tarbre^  qui  aune  section  notablement  plus  forte  (364). 
Ou  peut  donc  encore  appliquer  la  formule  {448) 

On  a  d'ailleurs,,  dans  le  cas  actuel, 
et  pour  le  moment  d'inertie  (*), 

Nous  poserons  donc 

Si  Fou  adopte  uu  rapport  constant  entre  la  langueur  et 


irr« 


^'^Eir'   r»'^' 


('}  /A  désigne  le  moment  d'inertie  de  Taire  d'un  cercle  par  rapport  à  ub 
diamètre.  Si  nous  appelons  de  même  fi'  celui  qui  est  relatiTan  centre,  on 
aura 

Bo  éS^  U  earré  <I»1a  distance  au  centre  est  la  iisaiiM»  ém  eatvék  àm  dii* 

tances  à  deux  diamètres  rectangulaires.  Le  moment  d'inertietr  pris  pac  rap- 
port au  centre  sera  donc  la  somme  d«  ceux  qui  sont  relatirs  à  ces  diamètres, 
ou  le  double  de  Tun  d'eux ,  en  raison  de  la  symétrie  du  cercle. 
On  a  d'^aitleurs  directement 


•'-/' 


ety  par  suite. 


"  =  7  =  ^-- 
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le  diamètre,  cette  formule  prendra  encore  la  forme 

analogue  A  celle  des  dents  d'epgrenage,  et  dans  laquelle  le 
coefficient  dépend  du  rapport  adûpté. 

S  IV. 

FORMES  D'ÉGALE  RÉSISTANCE. 

453.  Supposons  que  le  solide  afn  lieu  d'ètfe  prismatique 
ait  une  section  variable,  cakulée  de  manière  que  la  fatigue 
maximum  dans  chaque  section  soit  la  même  pour  toutes. 
Ce  qu'on  ajouterait  à  une  pareille  pièce  pour  la  rendre  pris- 
matique serait  une  superfétation,  car  il  importe  peu  que 
la  pièce  soit  soulagée  dans  une  portion  de  son  étendue, par 
une  augmentation  de  section,  si,  sur  un  seul  point,  la  fatigué 
reste  la  même;  Le  corps  rompra  en  eflet  par  là,  sî  cette 
fatigue  dépasse  la  limite  que  la  substance  est  en  état  de 
supporter.  La  forme  en  question  est  donc,  à  égalité  de  vo- 
lume, la  plus,  rationnelle  pour  la  répartition  de  la  matière 
employée.  On  la  désigne  sous  le  nom  de  solide  d'égale 
ré&istance,  £llç  fournira  notamment  les  ressorts  indicar 
leurs  (316)  les  plus  sensibles  à  égalité  de  lé&istauce,  puis- 
qu'ils seront  dégagés  de  toute  partie  ini:|tile. 

La  rccherclie  de  ces  formes  ne  peut.se  faire  en  riguei^ 
à  l'aide  des  formules  précédentes,  car  elles  supposent  une 
pièce  prismatique.  Cependant,  si  nous  considérons  que  ces 
résultats  ne  sont  qu'appro^fimatifs,  et  que  les  conditions 
actuelles  n'introdtiisent  aucuti'changement  important,  nous 
pourrons  donner  celte  extension  à  la  vbéorîe,  pourvu  que 
les  formes  qu'elle  indiquera  ne  présentent  pei  de  variaiyiw 
brusque  ou  trop  rapitle.  Datis  ce  cas,  en  eflet,  les  hypothèses 
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sur  lesquelles  nous  avons  basé  tout  ce  <|ai  précède  (440)  ne 
se  vérifieraient  plus  d'uue  manière  suffisante. 

454.  Nous  avons  dans  toute  Tétendue  du  solide  (a) 

De  plus,  la  condition  de  Tégale  résistance  s'exprimera  par 
la  condition 

P 

le  premier  membre  représentant  la  fatigue  maximum  (4)- 
On  tire  de  ta,  par  Télimination  depy 

(5)  E^>  =  v2f(A-*). 

Telle  est  IVqnation  de  la  surface  d'^ale  résistance. 
Elle  est  discontinue  comme  toutes  nos  formules  générales, 
et  le  second  membre  perd  un  terme  a  chaque  fois  que  Ton 
dépasse  le  point  d^applicatioii  d'une  force.  Elle  est,  du  reste, 
loin  de  déterminer  complètement  la  surface,  et  il  faut,  à 
cet  égard,  s'imposer  de  nouvelles  conditions.  3  en  donnerai 
deux  exemples  généraux. 

455.  Premieh  geivre.  —  Pièce  à  sections  homothéti- 
gués,  —  On  peut,  en  premier  lieu^  sMmposer  la  conditi<)n 
que  la  section  reste  partout  semblable  à  elle-même.  Ce 
sera,  par  exemple,  un  cercle,  un  carré,  etc.  Le  moment 
d'ineriie  prendra  alors  la  forme  K  V^,  proportiontielle  a  la 
quatrième  puissance  des  dimensions,  et  l'équation  de- 
viendra 

équation  d*une  parahole  cubique  entre  x  et  V,  qui  dessi- 
nera, dans  ce  cas,  le  profil  de  la  pièce. 
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456.  Detxième  gevre. — Pièce  à  sections  rectangulaires. 
—  On  peut,  en  second  lieu,  s'imposer  la  condition  que  la 
section  soit  partout  rectangulaire.  On  aura  alors  (447)^  en 
désignant  les  côtés  variables  par  ia  et  2&, 

et,  par  suite, 

^%i^a'b^^¥[L^x). 

Comme  cette  équation  renferme  d'ailleurs,  outre  Tab- 
scisse  X,  deux  variables  a  et  b,  on  peut  encore  soumettre 
les  dimensions  du  rectangle  à  une  condition  arbitraire.  La 
plus  simple  consiste  à  laisser  un  des  côtés  constants,  Taulre 
devenant  par  là  l'ordonnée  du  profil  de  la  pièce. 

Pour  effectuer  complètement  cette  détermination,  je  re* 
prendrai  les  problèmes  quç  nous  avons  déjà  traités  à  un 
autre  point  de  vtie  (§  I1I)« 

457.  Exemple  I.  —  Pièce  encastrée  et  sollicitée  à  son 
extrémité. 

L'équation  (5)  devient  (448) 

Largeur  constante.  —  L'ordonnée  étant  a,  le  profil  est 
une  parabole  qui  a  son  sommet  à  Textrémité  [PI.  IK^ 
fig(yyj'  C'esl  la  forme  employée  pour  les  flasques  de  dyna- 
momètres (316),  les  ressorts  de  voiture  (284),  les  £a/an- 
cier5  de  macliines  de  rotation  (162). 
^Hauteur constante.  —L'ordonnée  ëtatit  i,  le  profil  est 
une  ligne  droite  passant  par  rextrémité,  et  à  laquelle  on 
adjoint  pour  la  symc^trie  une  droite  également  inclinée  en 
seus  contraire  (P/. //'',^/îg.  64). 

458.  Exemple  II.  —  Pièce  encastrée  et  chargée  unifor- 
mément. 
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adaptons  en  prolongement  suivant  la  même  hc'lice  une 
fibre  ëgale,  il  suffira,  pour  la  niainlenir,  de  transporter  cette 
force  F  a  son  extrémité.  Mais  la  torsion,  qui  était  rO  pour 
Textrémité  de  la  première^  étant  aussi  rO  pour  celle  de  la 
seconde  par  rapport  au  point  de  jonction ^  sera  en  tout  2  r0. 
La  longueur  est  également  devenue  a  /,  de  sorte  que  le  rapr 

port  -j-  n*a  pas  changé  de  valeur.  La  force  et  ce  rapport  i*es- 

tent  donc  constants  ensemble.  Il  est  clair,  du  reste,  qu'ils 
varieront  aussi  ensemble,  ce  qui  montre  que  la  force  est 
une  fonction  de  ce  rapport.  On  reconnaîtra,  du  reste, 
comme  ci-dessus  (433),  qu'on  peut  la  supposer  simplement 
proportionnelle.  Et,  par  suite,  Texpression  complète  de  la 
tension  élastique  transverse  devient,  eu  désignant  par  G 
une  constante  spécifique, 

F  =  Gr-tf. 

<462.  Ces  raisonnements,  identiques  à  ceux  du  §  433,  ont 
encore  besoin  du  contrôle  de  Texpénence.  Elle  a,  en  effet, 
montré  que  la  formule  se  vérifie  dans  des  limites  sufSsam- 
meiit  restreintes.  On  peut  alors,  d'après  M.  le  géitéral 
Morin,  employer,  pour  le  coefficient  d'élasticité  trausverse, 
les  valeurs  suivantes  :  . 

Acier  fondu G  rr  100.  io« 

Fer  en  barres G  =  67 .  lo» 

Cuivre 0  =  44  •  ><>• 

Fonte G=  ao.io* 

Bronze G  =   1 1 .  io« 

Bois..... G=     ^.ïo* 

Quant  aux  coefficients  de  rupture  transverse,  ils  sont 
moins  bit  n  connus  que  les  précédents.  On  admet  pour  le  fer 
qu'il  est  les  7  du  coefficient  de  rupture  par  extension. 
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463,  Fibre  neutre.  —  Nous  pouvons  faeiliement  déter- 
miner la  position  de  la  fibre  neutre  dans  le  prisme. 

En  eflt*t,  les  forces  de  torsion  formant  un  roupie  a  Vex^ 
tréniité  de  la  pièce,  si  nous  faisons  par  la  pensée  une  section 
quelconque,  les  forces  d^élasticité  qui  sont  développées  dans 
cette  section  devront,  pour  l'équilibre,  former  un  autre 
couple.  La  somme  de  leurs  projections  sera  donc  nulle  sur 
un  axe  quelconque  des  jr.  Mais  Texpression  de  la  force  con- 
tenant le  rayon  r,  sa  projection  s'en  déduira  en  rempla- 
çant r  par  or.  On  aura  ainsi 

c'est-aHlîre 

car  nous  avons  reconnu  que  le  rapport  -  est  constant.  Il 
reste  donc 

et  comme  x  est  la  distance  de  chaque  élément  a  à  un  plan 
mené  perpendiculairement  à  Taxe  d^s  abscisses  par  le  point 
neutre^  on  voit  que  ce  plan  contient  le  centre  de  gravité. 
Il  est,  du  reste,  quelconque,  et,  par  suite,  le  point  neutre 
doit  être  lui-même  ce  centre  de  gravité.  Ainsi  la  fibre  neutre 
est  encore  celle  qui  contient  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections. 

464.  Pour  évaluer  la  torsion  -y  posons  Téquation  des 

moments  par  rapport  à  la  fibre  neutre.  M  étant  le  montent 
du  couple  appliqué  à  Textrémité,  on  aura 

si  }x  désigne  le  moment  d^inertie.dè  la  iranebe  par  rapport 
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à  un  axe  élevé  par  son  centre  de  gravité  perpendiculaire- 
ment à  son  plan  (*). 
On  tire  de  là 

«_  M      ^ 

7  ""  Gp" 

Si  le  prisme  est  sollicité  par  plusieurs  couples  en  difle- 
rents  points,  on  aura 

—  35  ■■■■■■• 

le   signe  ^1  «'étendant  à  tous  ceux  qui  sont  situés  au  delà 

de  la  portion  considérée.  Celle  valeur  est,  du  reste,  discon- 
tinue pour  les  différentes  parties  du  prisme.  ËUe  varie 
brusquement  chaque  fois  que  Vi>xi  franchit  le  plan  d'un 
couple  (434,  444). 

468.  Fatigue.  —  La  force  appliquée  à  une  fibre  a  étant 
Gr  -  /7,  sa  fatigue  cp,  ou  l'effort  rapporté  à  ['unhè  de  sec- 
tion, aura  pour  valeur 

Le  maximum  aura  lieu  en  général  dan$  la  portion  rap- 
prochée de  rencastrement  (*),  e|:  pour  le  rayoj^  le  plas 
grand  :,  » 

Gp 

C'est  pour  cette  raison  que  l'on  donne  ordinairement 
une  section  décroissante  aux  nrbres  de  couche  qui  pré- 

"  ^        \  ""      r 

(^)  Il  faut  éviter  de  letsonfondre  avec  celui  qui  figure  dans  la  théorie  de 
la  flexion.  L^aie  de  ce  dernier  passait  aussi  pa»  le  oeatre  de  gravité,  mais  il 
était  mené  dans  le  plan  même  delà  tranche,  j^erpendiculalrement  au  plan 
de  la  flexion. 

<'}  A  moâoB  que  \u  «tapies  aoaoiéttli^at  161»  êewème  %\pt%  (134,  note). 
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sentent  une  grande  longueur  a  partir  de  la  mackiae  mo- 
trice, car  lexpression  de  la  fatigue  perd  un  terme  à  me- 
sure qu'on  franchit  le  point  d'application  d^une  transmis- 
sion. On  devra  veiller  à  ce  qu'il  ne  dépasse  pas  la  limite  i 
que  Ton  doit  se  .fixer  (462)  pour  éviter  la  rupture. 

466.  La  forme  de  la  section  n'est  pas  indifférente  au 
point  de  vue  de  la  fatigue.  Il  convient  de  reporter  les  élé- 
ments de  la  surface  le  plus  loin  possible  du  centre  dans 
toutes  les  directions.  Par  là,  à  la  vérité,  R  augmente,  mais  /x 
croit  lui-même  -comme  son  carré,  de  sorte  que4>  diminue 
en  définitive.  Aussi  les  arbres  en  fonte  sont-ils  toujours  des 
cylindres  creux. 

Cependant,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (446), 
pour  le  fer  et  pour  le  bois  on  doit  s'^en  tenir  aux  formes 
pleines.  On  a  alors  le  cTioix  du  carré  ou  du  cercle,  car  tous 
les  polygones  réguliers  donneront  des  effets  intermédiaires, 
et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  employer  des  polygones  irré- 
guliers. 

Pour  savoir  laquelle  de  ces  deux  formes!  sera  Ta  plus  ra- 
tionnelle, considérons  un  carré  de  côté  c  :  le  rayoïj  maxi- 
mum sera 


ut *^ 


et  le  moment  d'inertie 


les  deux  sommes  étant  égales  en  raison  de  la  symétrie*  Par 


suite 


cdx,  «*  =:  -^  1 
O 


f 


\ 


48o  6TUDB   DTRAlirQUB  DBS   ntCAHISHBS. 

On  aura  donc  pour  la  fatigue  proportionnelle 

F'  ^ 

Le  cercle  devant  être  compare  à  surface  égale,  son  rayon 
maximum  R^'  sera  déterminé  par  la  relation 

Le  moment  d'inertie  a,  dans  ce  cas,  pour  valeur 
On  aura  donc  pour  la  fatigue  proportionnelle 

II'  c»     ' 

Le  rapporudes  fatigues  étant  d'après  cela 
♦  '_     3 
♦^-^  =  •'='''' 

Favantage  reste  à  la  forme  ronde,  pour  laquelle  la  fatigue 
est  moindre  d'environ  j.  Cette  forme  est,  en  effet,  toujotirs 
employée  pour  les  arbres  en  fer^  et  si  l'on  ne  l'applique 
pas  aux  arbres  en  bois^  il  faut  l'attribuer  a  ce  que  ces  der- 
niers sont  ordinairement  formés,  en  raison  de  leur  gros- 
seur, de  plusieurs  morceaux.  Ces  pièces  de  bois  étant  as- 
semblées suivant  des  parois  planes,  il  est  naturel  de  les  ' 
équarrir  sur  toutes  leurs  faces,  ce  qui  attribue  à  l'ensemble 
un  contour  polygonal. 
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S  ^i' 

PIÈCES  EN  MOUVEMENT. 

467.  Les  tensions  sont  loin  d*6tre  les  mêmes  dans  le 
repos  et  dans  le  mouvement.  Lorsqu*il  s'agit  de  construc- 
tions fixes,  on  évite  facilement  cette  difficulté  qui  ne  se 
présenterait  qu'à  l'instant  du  décintrement,  en  raison  du 
tassement  que  provoque  la  mise  en  charge.  Il  suffit  d'eiOec- 
tuer  ce  décintrement  avec  une  extrême  lenteur.  Mais  pour 
les  machines,  le  mouvement  est,  au  contraire,  la  condition 
normale,  et  il  est  nécessaire  de  se  préoccuper  de  ses  consé- 
quences. 

On  peut  citer  comme  exemple,  pour  le  cas  de  Textension, 
les  tiges  de  ponts  suspendus  qui  oscillent  suivant  leur  lon-^ 
gueur  au  passage  des  véhicules  chargés  ;  pour  le  cas  de  la 
flexion,  les  rabats  des  martinets  (284)  qui  fouettent  rapi- 
dement sous  le  choc  de  la  tête  du  marteau;  pour  la  torsion, 
la  balance  de  Coulomb  dont  les  oscillations  sont  employées 
pour  la  mesure  des  petites  forces. 

Ces  trois  ordres  de  problèmes  peuvent  être  renfermés 
dans  un  môme  type  de  calcul  lorsqu'on  recherclie  la  loi 
suivant  laquelle  l'altération  de  la  forme  varie  avec  le  temps. 
En  effet,  la  force  a  pour  tous  la  même  expression,  l'effort 
élastique  restant  proportionnel  à  la  déformation  (433), 
(448),  (461).  Aussi  l'analyse  suit-elle  une  marche  iden- 
tique, sauf  le  changement  des  coefficients.  Ses  conclusions 
seront  donc  les  mêmes  pour  les  trois  cas,  et  je  méconten- 
terai de  les  développer  pour  celui  de  la  traction  directe. 

468.  Nous  supposerons  un  prisme  sollicité  par  un  poids  P 
qui,  dans  l'état  de  repos,  y  déterminerait  l'allongement  1, 
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